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TABULKA ZAKLADNICH KONSTANT

G=6.672x10" N m’ kg™ gravitaéni konstanta

1

c=3x10"ms" rychlost svétla

h=1.05x10"*] s Planckova konstanta
0=567x10°*Wm?2K™* Stefan Boltzmannova konstanta
b=0.00289 K-m Wiennova konstanta

TABULKA HODNOT VELICIN

Mg =1.989x10"" kg hmotnost Slunce
M;=5.976x10* kg hmotnost Zemé
My =M, /81 hmotnost Mésice
m,=1.67x10"" kg hmotnost nukleonu
Rzs=150%10° km vzdalenost Zem¢ - Slunce
Ry =384%10° km vzdalenost Zem¢ - Mésic
Rs=700 000 km polomér Slunce
R;=6400 km polomér Zemé
Ps=4x10"°W celkovy zafivy vykon Slunce
b=2.662x10"T s moment hybnosti Zem¢ vzhledem ke Slunci
v=30kms" rychlost Zemé kolem Slunce
I=139kW m™ solarni konstanta (intenzita slune¢niho zafeni u Zemé¢)
JEDNOTKY VZDALENOSTI
AU = 150x10° km astronomicka jednotka
ly.=9.46x10" km svételny rok

pc =30.9x10"> km parsek




TYPICKE VLASTNOSTI HVEZD

polomér hmotnost hustota
éerna dira 3 km 1 Mg 10'® g/cm’
neutronova hvézda 10 az 100 km 1 Mg 10" g/em®
bily trpaslik 1000 az 10 000 km 1 My 10° g/m’
Slunce 700 000 km 1 Mg 1,4 g/em’
veleobr az 500 Ry 1 Mg 10° g/em’




I. ZAKLADNI VZTAHY

AU - astronomicka jednotka: primérna vzdalenost Zemé od Slunce, 150x10° km.
Ly. - svételny rok: vzdalenost, kterou svétlo ulétne za jeden rok, 9.46x10"% km.

pc - parsek, paralakticka sekunda: vzdalenost, ze které by polomér obézné drahy Zemé
byl kolmo k zornému paprsku vidét pod uhlem 1", 30.9x10"* km.

m - relativni magnituda: logaritmick4 mira jasnosti objektu, m = — 2,5 log /. Tato defini¢ni
rovnice se nazyva Pogsonova rovnice. Koeficient je volen tak, aby hvézdy s rozdilem péti
magnitud mély podil vzijemnych jasnosti 1:100. Znaménko minus v definici je
z historickych diivodi. Magnitudy takto vypoctené odpovidaji historickému déleni hvézd
do Sesti skupin (nula nejjasnéjsi, 5 nejméné jasné pozorovatelné okem). Nejjasnéjsi
hvézda na severni polokouli Vega ma magnitudu ~ 0, nejjasné€jsi hvézda no¢ni oblohy
Sirius m& magnitudu — 1,6. Relativni magnituda vypovida o skute¢né jasnosti hvézdy na
obloze, ktera kromé¢ svitivosti zavisi 1 na vzdalenosti hvézdy.

M - absolutni magnituda: magnituda, kterou by hvézda méla ve vzdalenosti 10 pc. Zavisi
jen na skutecné svitivosti hvézdy. Kazdou hvézdu si predstavime ,,piestéhovanou’ do
vzdalenosti 10 pc. Zadavame-li vzdalenost hvézdy v parsecich, plati mezi absolutni
a relativni magnitudou jednoduchy vztah M =m + 5 — 5 log r.

0 - deklinace: Oblouk mezi svétovym rovnikem (projekce roviny zemského rovniku na
nebeskou sféru) a hvézdou. Svétovy rovnik ma 0 = 0°, severni svétovy pol ma o = 90°,
jizni svétovy pol 0 = — 90°.

a - rektascenze: Oblouk mezi jarnim bodem a deklina¢ni kruZnici hvézdy (kolmé na
svétovy rovnik) méfeny ve stupnich nebo v hodinach (jarni bod : & = 0° = 0 h). Jarni bod
je prisecik ekliptiky (prumét roviny obézné drahy Zemé kolem Slunce na nebeskou sféru)
se svétovym rovnikem v souhvézdi Ryb. Slunce se nachdzi v jarnim bod¢ pii jarni
rovnodennosti.

t - hodinovy thel: thel mezi mistnim polednikem a objektem méfeny ve sméru
zdanlivého pohybu hvézd, tj. od jihu k zédpadu. Udava se v hodinach (azimut vyjadieny
v hodinach). Horni kulminace: hvézda v nejvyssim bod¢ své drahy (nad jihem, ¢ = 0 h).

cvwr

0 = hvézdny cas: hodinovy uhel jarniho bodu. Jde o rektascenzi hvézd, které praveé
kulminuji. 6 = a + ¢. K danému datu nalezneme hvézdny ¢as v hvézdarské rocence.

1. Parsek

Zadani: Spoctéte vzdalenost 1 pc.

ReSeni: 1 pc (parsek, paralakticka sekunda) je vzdalenost, ze které vidime velkou poloosu ob&zné
drahy Zemé kolem Slunce pod thlem ¢ = 1". Uhel 1" je tak maly, Ze strany VS a VZ na obrazku
prakticky splyvaji a misto pravothlého trojuhelnika VSZ muzeme pouzit defini¢ni vztah Ghlu
(Ghel je oblouk ku poloméru). Proto
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kde / je vzdélenost 1 pc v metrech, Rzs je vzdalenost Zemé od Slunce a ¢ je thel jedné vtetfiny
vyjadieny v radidnech:

b

~1.5x10"'m
Lo
6060 360

i ~3%x10"° m.

2. Proxima Centauri
Zadani: Najdéte paralaxu Proximy Centauri, kterd je vzdalena asi 4.3 svételného roku.
Reseni: Diky pohybu Zem¢ kolem Slunce se zda, Ze blizké hvézdy opisuji oproti vzdalenym
elipsu. Uhlovy polomér této elipsy se nazyvéa paralaxa hvézdy. Lze ji zméfit jen pro nejblizsi
hvézdy. Z definice thlu (jako v predchozim piikladé) tedy vyplyva, ze
Rzg 1.5x10""m  1.5x10'"' m

! 43ly.  43x9.5x10° m

7= ~3.7%x107° rad,

coz je ptiblizn€ 0.76". Vidime, Ze i u druhé nejblizsi hvézdy po Slunci neni paralaxa ani cela 1".

3. Magnituda
Zadani: Jaky je rozdil magnitud dvou hvézd, jejichz jasnost se 1iSi stokrat?
Reseni: Magnituda je logaritmickou mirou svitivosti:

m=-25logJ.

Koeficient —2.5 se objevuje pied logaritmem z historickych diivodi, kdy nejjasnéjsi hvézdy
pozorovatelné okem mély tfidu 0, nejslabsi tfidu 5. Znaménko "-" zajist'uje, aby niz8§i magnitudy
mely vyssi svitivost. Koeficient 2.5 zase zajisti, aby pro pomér svitivosti J,/J, = 100 byl rozdil
magnitud praveé 5:



J
Am=my —my =-2.5(logJ, —logJ;) =2.5 log[J—I) =2.5 logl00=5.
2
4. Pogsonova rovnice

Zadani: Odvod'te vztah mezi absolutni magnitudou a relativni magnitudou v parsecich (tzv.
Pogsonovu rovnici).

ReSeni: Vime, ze J klesa se &tvercem vzdalenosti od zdroje (J~ 1//%) a tak mizeme podle
definice magnitudy psat:

2
r r
my—my = —2.5 log[%) =-25 log[r—;J = 510g[r_2] ]
1 2 1

Absolutni magnituda je magnituda hvézdy piepocitana na jednotnou vzdalenost 10 pc od zdroje
(hvézdy). Jestlize bude r, = 10 pc a my = M pro absolutni magnitudu a | =, m; = m pro relativni
magnitudu, pak

M—m=510g(&j=510g10—10gr.
r

Pogsonova rovnice ma tedy tvar:
M=m+5-5log r,

kde r je vzdalenost zdroje v pc.

5. Absolutni magnituda Slunce
Zadani: Urcete absolutni magnitudu Slunce. Relativni magnituda je m = —26.6.
Reseni: Nejprve prevedeme vzdalenost Slunce od nas (1 AU) na parseky.
L _150x 10°
3.1x10'
Nyni z Pogsonovy rovnice dostavame

M=m+5-5logr=-26.6+5-5x(-5.3)=4.9.

pc=4.84x 107 pc.

Absolutni magnituda Slunce je tedy ptiblizné¢ M = 5.



6. Hodinovy uhel Aldebaranu

Zadani: Urcete hodinovy thel hvézdy Aldebaran dne 12.10.2000 ve 23h 10min v centru Prahy.
Souradnice Aldebaranu: rektascenze o = 4h 33min; deklinace 6 = 16°.

Souradnice centra Prahy: zem. délka: A = 14°23' zem. $itka: ¢ = 50°07".

Hveézdny cas k piilnoci 12.10.2000 (z Hvézdaiské rocenky): 6 = 1h 2min.

Reseni: Nejprve uréime mistni hvézdny &as (zanedbame rozdil mezi stiednim a pravym ¢asem).
Pro ptevod uhlovych a casovych tdaji uzijeme 1° = 4min (15° = 1h), resp. 1' = 4s (15' = 1min):

O,.=0+A1+t,=1h2min +0h 58 min + 23h 10min =25h 10min =1h 10 min .

loc
Dale ur¢ime hodinovy uhel hvézdy

t=0 —a=1h10min—-4h33min=20h 37min.

loc

Aldebaran se tedy nachazi nad jihovychodem, kulminovat bude za 3h 23min (bude nad jihem,
t = 24h).

7. Jety kvasaru - fiktivni nadsvételna rychlost
Zadani: Vzdaleny kvasar je zdrojem dvou vytryska latky (jet) z

nichz jeden se pohybuje smérem k pozorovateli pod malym thlem Y
témer rychlosti svétla. Urcete, jakou rychlost naméti pozorovatel. “
Reseni: Poloha objektu je déna vztahy: X/U
x(t)=vtsina ; N
y(t) =y, —vtcosa. a‘\\
Signal ptichazi k pozorovateli se zpozdénim v Case \\\
T=t+ M . \\

C \'/ X
Rychlost, kterou zjisti pozorovatel proto bude

v—ﬂ— dx/dt  vsina csina ca 2¢
dr drt/dt

x ~ ~ B -
1=V cosg V¢ l-cosa a<<l 1-(1-a”/2) «
c

Z vysledku je zfejmé, ze pohybuje-li se jet smérem k pozorovateli, tato fiktivni pozorovana
rychlost snadno pfevysi rychlost svétla.

8. Planckovy skaly

Zadani: Naleznéte takové kombinace konstant ¢, G, %, které daji ptirozenou jednotku pro délku,
¢as, hmotnost a energii.



1
H

G =6.67x10"" kg 'm’s”,
h=1.05x10"kgm’s" .

¢ =3x10° ms™

ReSeni: Pokusime se vytvofit vyraz pro délku Ip, ¢as tp, hmotnost mp a energii Ep. Zacneme
délkou tak, ze napiSeme soucin vySe uvedenych tii konstant, s neznamymi exponenty «, 3, y:

Ip=c“GPn”.

Tato rovnice ve skuteCnosti pfedstavuje Ctyfndsobnou rovnost: rovnost ¢iselnou a rovnost
rozmérovou v metrech, kilogramech a sekundach. NapiSeme nyni rozmérové €asti vytvoieného
vyrazu:

m'kg’s’ = m*s kg "m*”’skg'm*’s7 .
Nyni zapiSeme soustavu rovnic pro exponenty u metru, kilogramu a sekundy:
l=a+38+2y,
O==-F+7,
O=-—a-2p-y.
Redenim této soustavy ziskame jednoznaéné feeni pro exponenty
a=-3/2; p=1/2; y=1/2.

Tyto exponenty jednoznacné az na ndsobici ¢iselny faktor urcuji velikost Planckovy délky. Zcela
analogickym zplsobem miiZzeme odvodit vztahy pro ostatni Planckovy veli¢iny. Vysledky udava
nasledujici tabulka:

Ip = gzlo_%m,
C

tp= h—leo‘“s,
C

Sk
W

Ep ="— ~10" GeV.
G

Poznamka: Planckovy skaly jsou pfirozené jednotky pro nd$§ Vesmir. V Planckové Case se odd¢lovala gravitacni
interakce od ostatnich interakci (doslo k naruseni supersymetrie) a Vesmir poprvé ziskal vlastnosti podobné dnesnim
vlastnostem. V tomto ¢ase mél Vesmir komplikovanou prostorovou strukturu, jejiz zédkladnim elementem byla
vlakna o rozmérech Plancovy délky. Primérna pohybova hmotnost (energie) ¢astic v té dobé byla rovna Planckové
hmotnosti (energii).

9. Vektorovy soucéin

Zadani: Ukazte, ze vektorovy soucin ma tenzorovy charakter.



Reseni: Pomoci klasické definice pies determinant miiZzete vektorovy soucin zapsat jako

i j k ab. —ab,

c=axb=det|a, a, a |=|ab —ab.
b, b, b, ab, —ab,

Uz z tohoto zapisu je ziejmé, Ze se vektorovy soucin nemiiZe transformovat jako vektor, protoze
se tam vyskytuji souciny ptivodnich uspotfadanych trojic a a b. Obecné jde o matici

Cu=a,b—ab, .
Tato matice ma své transformacni vlastnosti a je to antisymetricky (C,, = —-C, ) tenzor druhého

fadu. Antisymetrické matice maji na diagonale vzdy nulu a prvky pod diagondlou I1ze dopocitat
z prvkl nad diagonélou obracenim znaménka. U nasi matice to vypada takto:

0 ¢ -q
C=|-c¢ 0 ¢
c, -¢ 0

Existuji tedy jen tifi nezdvislé prvky této matice. To svadi k tomu, napsat je do trojice
a interpretovat jako vektor. To ale nejde!!!

Variace prikladu: Kolik nezavislych prvkd ma symetricka a antisymetrickd matice ve dvou, tfech a Ctyfech
dimenzich.



Il. ELEKTROMAGNETICKE ZARENI

Tok energie elektromagnetického zafeni je popsan relativistickym ctytvektorem (o, jw).

Slozka pw se nazyva hustota energie elektromagnetického zafeni a zpravidla ji oznacCujeme
symbolem u. Tti prostorové slozky ju se nazyvaji tok energie (Poyntingliv vektor) a zpravidla je
oznaCujeme symbolem S nebo jde-li jen o velikost (tzv. intenzitu) symbolem /. Velikosti
prostorové a ¢asové Casti Ctyfvektoru jsou spojeny vztahem [=uc. Z ctyfvektoru lze slozit

pw=,E-D+ H-B ; jy=ExH

rovnici kontinuity

Na pravé stran¢ neni nula, energie elektromagnetického zéateni se nezachovava, prevadi se na

a,OW .. .
— +div =—j-E .
o1 Iw J

nabité ¢astice v podob¢ hustoty Jouleova vykonu jE.

NEKTERE DULEZITE VZTAHY

I=FH
I=0T"
I=uc

u=ED/2 + HB/2

u=ED
u=HB
u=1/c=EH/c
P=u/3
E/B=c
c=1/leu
Amax =bIT

tok energie (intenzita, velikost Poyntingova
vektoru)
[[]=Jm>s ' = W/m?

tok energie - Stefan Boltzmanniiv zakon

tok energie - vyjadieni z hustoty energie

hustota energie - vypocet z elektrické i
magnetické slozky [u] = Jm™

hustota energie - vypocet z elektrické slozky
hustota energie - vypocet z magnetické slozky
hustota energie - vypocet z toku energie

tlak elektromagnetického zéateni

poméry poli v elektromagnetické viné

rychlost svétla

Wienniv  zdkon (vlnova délka maxima
vyzatovani)

1. Zareni husté jako voda

Zadani: Urcete pti jaké fazi expanze Vesmiru (pfi jaké teploté) mélo zafeni hustotu stejnou jako

voda.

Reseni: Mezi hustotou hmoty a energie plati jednoduchy vztah plynouci z Einsteinovy formule

9




2
Pw =PmC -
Hustota hmoty bude odpovidat hustoté¢ vody. Hustotu energie zafeni ur¢ime z toku energie, ktery
je dan Stefan Boltzmannovym zdkonem:
[ oTt
c c
Porovnanim obou vztahli ur¢ime teplotu Vesmiru, pii které¢ mélo elektromagnetické zareni

hustotu stejnou jako voda:
3
T=4EnE _gx108 K.
o

Poznamka: Vesmir mél tuto teplotu asi 4 minuty po Velkém tfesku a pravé se v ném zacinaly tvofit prvni lehké
prvky.

2. Teplota Slunce z vinové délky svétla

Zadani: Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, Ze maximum vyzafovani je na vinové délce
500 nm.

Reseni: Podle Wienova zakona je povrchova teplota rovna
b 0.00289 m-K

T= 5
Amax  500x107° m

~ 5800 K.

Poznamka: Horké hvézdy vyzatuji obecné na kratsi vinové délce. Typické modré hvézdy maji povrchovou teplotu
pres 9000 K, zluté a zelené hvézdy okolo 6 000 K, ¢ervené hvézdy jen asi 3 000 K. Wienndv zékon lze aplikovat i na

Vv

s maximem vyzafovani na vlnové délce 10 mikrometrd. V této oblasti musi byt proto maximalné citliva ¢idla pro
detekci osob.

3. Zarivy vykon Slunce
Zadani: Naleznéte celkovy zativy vykon Slunce, znate-1i jeho povrchovou teplotu 7= 5800 K.

ReSeni: Zafivy vykon Slunce uréime ze Stefan-Boltzmanova zékona:
Ps=1S8S=0T*47R% =5.67x1078 x5800% x 47 x (7x10%)> W = 4x10%° W .

Poznamka: Obrovska hodnota zafivého vykonu Slunce je dana je velkou hmotnosti. V priiméru produkuje jeden
kilogram slune¢ni hmoty vykon velmi maly.

ALY
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4. Mérny vykon Slunce
Zadani: Jaky vykon se primérn¢ uvoliuje v jednom kilogramu slune¢ni hmoty?

10



Reseni: Mérny vykon prepoéitany na kilogram je

P -
P=—3=2x10"* Wike.
Mg
Poznamka: Piestoze je celkovy zarivy vykon enormni a obtizné pfedstavitelny, je mérny vykon zanedbatelny. Jeden
kilogram slune¢ni hmoty by nepostacil ani k rozsviceni nejmensi zarovky. Termojaderna syntéza v centru Slunce

probiha velmi, velmi pomalu, zato v§ak v obrovskych méfitkach. Ohromny vykon Slunce je tak déan jen jeho velkou
hmotnosti, nikoliv intenzitou termojaderné syntézy.

5. Sluneéni konstanta

Zadani: UrcCete intenzitu slune¢niho zafeni v okoli Zemég.

ReSeni: Slune¢ni konstanta je intenzita sluneéniho zafeni (energie kolmo dopadajici na
jednotkovou plochu za jednotku ¢asu) nad atmosférou nasi Zeme. Tuto veli¢inu miizeme spocitat

jako podil celkového vykonu Slunce a celkové plochy povrchu koule prochdzejici Zemi se
sttedem ve Slunci:

P
IZ :—S

—=14 KWm™2 .
47Z'RZS

@ Zemé

Im Slunce

I=1,4 kW/m?

1m

Poznamka: U nasi Zemé dopadé na kazdy metr ¢tvereéni plochy, kolmo postavené ke Slunecnimu zafeni, vykon
1.4 kW. Tento ohromny vykon je pfimo vyuzivan v panelech slunecnich baterii kosmickych sond a ve slune¢nich
elektrarnach. Pfi povrchu Zemé je tento vykon snizen rozptylem v atmosféte. Krome jaderné energie pochazi veskera
bézné dostupnd energie na Zemi ze sluneCni energie. Dopadajici vykon slunecniho zafeni je naptiklad Castecné
absorbovan rostlinami a pomoci fotosyntézy ukladan do energie chemickych vazeb. Po mnoha letech je tato energie
zpétné vyuzita pii spalovani uhli, nafty nebo benzinu. Dopadajici zafeni zpusobuje také odpafovani vody z povrchu
Zemé a umoziuje tak vodni kolob&h. Proto i energie vyuzivana ve vodnich elektrarnach ma praptivod ve sluneéni
energii.
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6. Teplota Slunce z intenzity zareni

Zadani: Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, Ze u Zemé je tok energie svételného zareni od
Slunce roven 1.4 kW/m®,

ReSeni: Intenzita vyzafovani je definovana jako vykon na plochu neboli

AP
AS
Zativy vykon v kouli kolem Slunce ve vzdalenosti 1 AU (u Zem¢) je roven

IZE

Protoze zname polomér Slunce Ry = 7x10° km, miizeme piedchozi vztah piepoditat na intenzitu
na povrchu Slunce jako

2
. P _ Ry
47R: R}
Ze Stefan-Boltzmanova zakona nyni plyne teplota na povrchu

r=gis.
o

Po dosazeni dochazime k ptiblizné hodnot& 5800 K na povrchu Slunce.

1

7. Elektrické pole slunec¢niho zareni u Zemé

Zadani: Slunedni zafeni ma v okoli Zemé& intenzitu / = 1.4 kW/m’. Naleznéte primérnou
hodnotu intenzity elektrického a indukce magnetického pole v slune¢nim zareni v miste, kde se
nachdzi Zemég.

Reseni: Intenzita dopadajici energie je dana velikosti Poyntingova vektoru: I, = | S|=EH.
Pomér elektrické intenzity a magnetické indukce v elektromagnetické viné je E/B = c. Tyto dva
vztahy mizeme chapat jako soustavu dvou rovnic pro elektrické a magnetické pole:

Mol = EB; —=c.

Vynasobenim a vydélenim obou rovnic dostaneme feSeni:

[ 1ol
E=\cuyl ; B= 0
c

Vysledek: E =726 V/m, B=2.4x10"°T.

Poznamka: Pole 726 V/m se na prvni pohled zda byt enormni. Musime si vSak uvédomit, Zze rozdil potencialt
726 V je méfen na vzdalenosti 1 m. Skutecné emisni akty vSak tvaji kratkou dobu a pozorované svétlo se sklada
z usekl dérozmért nékolikanasobku vinové délky. Na této vzdalenosti je jiz rozdil potencidlii maly.
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8. Tlak zareni

Zadani: Urcete rozméry castecek prachu, u kterych je v mlhoviné kolem hvézdy vyrovnéna
gravitacni sila tlakem zéfeni.

Hvézda

prachové
zrnko

Reseni: VeliCinu x chrakterizujici centralni hvézdu v mlhoviné budeme oznacovat indexem x_,

veliinu x charakterizujici zrnicko prachu indexem x,. Pro gravita¢ni silu plsobici na zrnicko
prachu vychazi:

4 3
m,m, EﬂRpppm*
Fe=G =G

2 2
r r

Silu elektromagnetického zafeni ur¢ime jako soucin tlaku zafeni a ucinné plochy zrni¢ka. Ta
zavisi na tvaru zrnicka a jeho orientaci vzhledem k dopadajicimu zafeni. V prvnim pftiblizeni ji
lze povazovat za prifez zrnicka:

1 1 I(r)

Intenzitu zafeni na povrchu hvézdy mizeme urcit ze Stefan-Boltzmannova zékona I(R,)=0T, *4 .
Intenzita ubyva s kvadratem vzdélenosti a v misté zrnicka proto bude [I(r)=o0T, *4 . R*2 /r2.
Vysledny vztah pro silu zplisobenou tlakem zateni tedy bude:

| 7o T -RZR;

Fop = 22
RAD 3 ¢ r2

Povsimnéte si, Ze gravitacni sila i sila od tlaku zafeni ubyvaji s druhou mocninou vzdélenosti od
hvézdy! Budou-li pro zrno urcité velikosti vyrovnany v blizkosti hvézdy, budou také vyrovnany
ve veétsi vzdalenosti. Malé zrnicka tak budou vypuzena tlakem zafeni a velkd zrnicka udrzovéana
v mlhovin¢ gravitaci nezavisle na tom, o kterou ¢ast mlhoviny jde.

Porovnénim obou sil snadno ur¢ime rozméry zrnicka, pro které jsou obé¢ sily vyrovnany:
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Pro rozméry zrni¢ek R, <R, prevladne tlak zafeni a pro rozmery zrni¢ek R, > R, pfevladne
gravitace.

Poznamky: Uvedené vztahy zavisi jen na hustoté prachu, ktera byva v celé mlhoviné stejnd. V mlhoviné jsou vsak
oblasti s malymi rozmeéry zrnek a oblasti s vét§imi rozméry. Dojde-li v mlhoviné ke vzniku mladé hvézdy, jsou
oblasti drobnych zrnek vyfoukdny vné mlhovinu, podobné jako je na pousti vétrem odvat drobny prach na tkor
hrubozrnného pisku. Tomuto jevu se fika fotoevaporace, zpravidla je zptisobena ultrafialovym svétlem mladych
hvézd. Vysledkem fotoevaporace jsou charakteristické ostfe ohranicené oblasti mlhoviny, které odolaly agresivnimu
zéfeni mladych hvézd. Naptiklad u Orli mlhoviny obklopujici hvézdokupu M 16 se témto utvarim fika ,,Sloupy
stvofeni“. Obdobny jev také zname u komet. Casto mivaji dva ohony, jeden z hrubsich ¢astedek, ktery miii blize ke
Slunci a je ovladan gravitaci a druhy z drobnéjsich ¢astecek, ktery mifi spiSe od Slunce a je ovladan tlakem zafeni.
Vzhledem k pfitomnosti odstiedivé sily nejsou oba ohony na spojnici kometa-Slunce.

9. Teplota téles a vinové délky zareni

Zadani: Naletnéte z Wiennova zdkona vinové délky vyzatovani pro hvézdy spektralni tridy
W (80 000 K), G (6700 K), L (1700 K), ¢lovéka (310 K) a reliktniho zafeni (2,73 K). Naopak
urcete teplotu cerné diry velikosti naSeho Slunce, ktera zafi pfevazné na vinové délce srovnatelné
s Schwarzchildovym polomérem (3 km).

ReSeni: Z Wiennova zdkona A.x = b/T snadno nalezneme:

Objekt Teplota Vinova délka
Hvézda typu W 80 000 K 36 nm
Hvézda typu G 6700 K 431 nm
Hvézda typu L 1700 K 1.7 um
Clovék 310K 9 um
Rel. zafeni 2,73 K 1 mm
Cerna dira (3 km) 107K 3 km

Poznamky: Nejteplejsi hvézdy spektralni tfidy W zaii prevazné v UV oblasti na velmi kratkych vinovych délkach
(Wolf-Rayetovy hvézdy). Podobné hvézdy jako Slunce maji spektralni tiidu G a zafi ve viditelné oblasti, maximum
vyzafovani Slunce je naptiklad na 500 nm. Lidské oko se v pribéhu vyvoje tomuto zafeni dokonale ptizptlsobilo.
Nejchladngjsi znamé hvézdy typu L maji maximum vyzafovani v blizké IR oblasti. Sam ¢lovek by jako absolutné
cerné téleso zafil asi na 10 um. Na této vlnové délce musi byt citliva ¢idla monitorujici pohyb ¢lovéka (¢idla na
zlod€je apod.). Reliktni zafeni z doby oddéleni zafeni od latky, které prostupuje cely Vesmir ma vinovou délku asi
1 mm a je tedy z radiového oboru. Stejné tak jako v minulosti vypliiuje prostor ,,beze zbytku®“. To je dano tim, Ze
vinova délka zafeni se zvétiuje spolu s rozpinanim Vesmiru. Do 1 m’ se tak vejde asi miliarda reliktnich fotond.
Cerna dira velikosti Slunce by méla pranepatrnou teplotu a vyzaiuje velmi malo. Malé &erné diry ale zafi vyrazné
vice.
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lIl. HYEZDY, SLUNCE

1. Hydrodynamicky €as

Zadani: Naleznéte hydrodynamické ¢asy pro Slunce, bilého trpaslika a neutronovou hvézdu.
(Hydrodynamicky ¢as je doba Sifeni poruchy a je pfiblizn¢ roven ¢asu, po ktery by castice
s povrchovym zrychlenim padala do centra objektu.)

ReSeni: Vime, Ze

mM M
WPZ—G sz g h,kdeg:GF

S pouzitim s = gt2 /2 vyplyva pro hydrodynamicky cas
L2 _ 2R 2R’
hydro — g - GM - GM .
R2

Pro konkrétni hodnoty poloméra hvézdnych objektti dostavame nasledujici vysledky:

Slunce: ~ 40 minut,
bily trpaslik: ~1s,
neutronova hvézda: ~ 1 ms.

2. Jeansovo kritérium

Zadani: Odvod’te vztah pro kritickou hmotnost mlhoviny, pfi které se zacne vlastni gravitaci
hroutit. Predpokladejte, Ze hmotnost jedné molekuly je m, znate teplotu a hustotu mlhoviny.

Reseni: V mlhoving jsou dva typické procesy: 1) difuze zptisobend tepelnym pohybem, ktera
mlhovinu zvétSuje. 2) gravitacni pfitahovani, které se snazi mlhovinu smrstit. Spoctéme
charakteristické rychlosti obou procesi:

Chaotickou tepelnou rychlost uréime z ekviparticniho teorému. Primérna kineticka energie na
jeden stupeni volnosti je rovna prumérné tepelné energii na jeden stupen volnosti

I 5, 1 kT
—mvU> =—kT = Uip ® 4| — -
2 2 m
Primérnou slozku rychlosti odpovidajici gravitaci ur¢ime z ekviparti¢niho teorému pro gravitacni
energii
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1 mM GM
2T T Y
Nyni z podminky pro hrouceni vg4y > Usp mame
GM kT
_>
R m
Spolu se vztahem pro hustotu
M
R3

lze kritérium upravit na tvar

3/2
e (4L
mG \/;
ktery je znam jako Jeansovo kritérium. Pfi vySSich hmotnostech neZ je prava strana je mlhovina

nestabilni a mize dojit k samovolnému hrouceni.

Poznamka: Reeni Ize piesné odvodit standardnim vySetfovanim stability v hydrodynamice za pomoci poruch
rovnovazného stavu. Jeansovo kritérium je hranici za kterou se poruchy samovolné netlumi a mlhovina se stava
nestabilni. Povsimnéte si také, Ze kriticka hmotnost je imérna p*2. Kritérium poprvé odvodil Jeans v roce 1902.

3. Rovnovaha polytropni hvézdy

Zadani: Reste rovnovahu gravitaéni a tlakové sily ve hvézdé pro polytropni zavislost tlaku na

hustoté.

ReSeni: Pii feseni se budeme zabyvat jen zavislosti na rozmérech hvézdy. Gravitaéni sila ma tvar
1

R*

grav ~

Tlakova sila je dana soucinem tlaku p ~ p” a povrchu S ~ R?, tj

1

2 p3yp2
Fyar ~p" R*~ R™7R WO

Ob¢ sily za normdlnich okolnosti klesaji s rozméry hvézdy. Rovnovaha se ustavi pfi rovnosti
obou sil. Styl poklesu obou sil je stejny pro koeficient
_4
4 3

Diskutujme dva ptipady. Nejprve y> 4/3. Tlakova kiivka je strméjsi nez gravitacni.
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F F
v >4/3 v <4/3
(tlakova strméjsi) (tlakova méné strma)
| | F
Lo F L tlak
| | | grav | | |
| | | F | | | F
Lo tlak S grav
| | | | | |
R~8r R, Rjtdr R R~8r R, Rtdr R

Jestlize hvézda zcela ndhodné zvéEtsi své rozméry, prevladne gravitacni sila a hvézdu opét smrsti.
Zmensi-li hvézda své rozméry, pievladne tlakova sila a nafoukne hvézdu na plvodni rozmér.
Hvézda je stabilni a vykyvy v jejich rozmérech neohrozi jeji existenci.

V pfipadé¢ y<4/3 je tomu jinak. Jestlize hvézda zcela ndhodné zvétsi své rozméry, prevladne
tlakova sila a bude hvézdu nadale nutit zvétSovat rozméry. Hvézda bude nestabilni a minimalné
odhodi obalku. Zmensi-li hvézda své rozméry, prevladne gravitacni sila a bude nutit hvézdu ke
kolapsu.

Poznamka: Material bilych trpasliki ma polytropni koeficient blizky 4/3. Polytropni koeficient se ponékud méni

s hmotnosti trpaslika. Pfi hmotnosti pfiblizné 1.44 My ma polytropni koeficient pravé hodnotu 4/3 a pro vyssi
hmotnosti je bily trpaslik nestabilni. Této hranici se fika Chandrasekharova mez.

4. Rovnice rovnovahy polytropni hvézdy
Zadani: Sestavte rovnici rovnovahy polytropni hvézdy

ReSeni: Nechceme-li se omezit na odhady v minulém piikladu, je tfeba skutecné feSit rovnici
rovnovahy.

Cilem je sestavit takové rovnice, ze kterych bude mozné urcit zavislost tlaku p (r) a hustoty
hvézdy p () na vzdalenosti od centra. Jednou z rovnic je rovnice polytropniho chovani

p=kp". (1)
Druhou rovnici ziskdme z podminky rovnovahy gravitacni a tlakové sily na vrstvu tloustky dr
znazornénou na obrazku. Na tuto vrstvu plisobi gravitacni sila

dF :Gﬂlfl(r)dm_

grav 2 >
r

dm = 47zr2p(r)dr .

2
dF _G 4rr” p(r)M(r) .

rav —
& 1’2
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A((r) je hmotnost vnittku hvézdy pod vybranou slupkou. Tlakova sila plisobici na slupku je

dﬁ}lak = 47Z'I"de .
Z rovnovéhy obou sil mame druhou ze sady rovnic:

dp_ P HMO) .

dl’ r2

Posledni rovnici ziskdme ze vztahu pro hmotnost . /(r):

r
M(r) = j47zr2 p(r)dr .
0
Diferenciaci mame:
an = 47rr2p(r) . 3)
dr

Soustavu téchto tii rovnic feSime vhodnym diferenénim schématem. Pocatecni podminky rovnic
jsou p(0) =po a -4(0) = 0. Integraci se tlak smérem od centra snizuje. V okamziku, kdy p =0,
ukonc¢ime integraci, nebot’ jsme dosli az k povrchu hvézdy.

p

po T~

5. Porovnani vykonu

Zadani: Jaky je pomér zafivych vykonl bilého trpaslika a normdlni hvézdy, maji-li stejnou
povrchovou teplotu? Piedpokladejte polomér trpaslika Ryp = 5000 km a polomér normalni
hvézdy Ryors =1 000 000 km.

Reseni: Maji-li hvézdy stejné teploty, maji také stejnou intenzitu vyzafovani na povrchu, takze

4 2 4 p2
PWD _ JTWD i 47Z.RWD _ TWDRWD
4 2 4 2
P, NORM oT, NORM * 47TRNORM T NORM “*NORM

=1:40000.

Vidime, ze zativy vykon bilého trpaslika je fadové 10 000 x mensi nez u normalni hvézdy.

6. Polomér Procyonu B

Zadani: Bily trpaslik Procyon B vyzatuje vykon P = 6.3x107% P . Jeho povrchova teplota je

T=9200 K. Jaky ma hvézda polomér?
Reseni: Jak vime z pfedchoziho ptikladu je
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2 4
P Proc _ RProc T, Proc
P, S RS T, S ,
z ¢ehoz vyplyva polomér

2 2
Rproc = /% [LJ Rg=v63x107 x (%) 700 000 km = 6 800 km.
N

T, Proc

7. Ubytek sluneéni hmoty
Zadani: Kolik procent slune¢ni hmoty se pfeméni v energii za jedno tisicileti?

Reseni: Hledame pomér hmoty, ktera se pfeméni na energii (ubude) a pivodni hmoty Slunce,
neboli

__Am_AE/Z _PAt) PyA
M M M Mc?

b

. 4x10%0 x10° x365x 24 %3600

2x10°°x9x10'°
Za celé tisicileti tedy sou¢asnym vyzatovanym vykonem ubude jen sedm miliardtin procenta

=7x107" =7x107% % .

slune¢ni hmoty!

8. Kryti produkce energie gravita¢ni kontrakci

Zadani: O kolik by se musel zménit polomér Slunce za rok, aby energie uvolnéna gravitatnim
smr$tovanim odpovidala energii vyzafované Sluncem (R =700 000km, M =2x 10%° kg,
P = x10*® W)? Jak dlouho by mohlo Slunce kryt vyzafovanou energii z gravitaénich zdroja?

ReSeni: V nagem feSeni budeme hledat jen hruby odhad a koeficienty vynechame.

2
szGM— =
R
2
AszGM—AR =
R2
2
AR:GRzAWp =
M
2
AR:GR 5 ‘P At .
M

Za rok po dosazeni v sekundach dostdvame A R =23 m. Jestlize by se tedy Slunce zmenSovalo
0 23 m za rok, pak by se pfi poloméru 700 000 km zmenSovalo nejdéle

_7x10° m

= =30x10° let.
23 m/rok
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Slunce uz ale existuje nékolik miliard let (coz vime napftiklad z hornin na Zemi), a proto nemtize
byt zdrojem jeho energie gravitaéni smr§t'ovani.

9. Teplota sluneéni skvrny

Zadani: Odhadnéte teplotu ve sluneCni skvrné ze znalosti magnetického tlaku ve skvrné,
koncentrace ¢astic a teploty okoli.

Reseni:.Celkovy tlak vné i uvnité skvrny musi byt stejny. Ve skvrng je tlak souétem tlaku latky
a magnetického tlaku:

Pin + pmag = Pout »
2

B
nk]}n+%=nkTom, -
B2
in = Out_Zﬂ kn .
0

Je ziejmé, ze diky pfitomnosti magnetického pole musi byt teplota ve skvrné nizsi nez teplota
okoli.
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IV. GRAVITACE A TiZE

Gravitaci rozumime vzajemné pfitahovani dvou libovolnych téles. Toto pfitahovani se fidi
Newtonovym gravitatnim zdkonem. Nejjednodussi je zadat vztah pro potencidlni energii
(skalarni veli¢inu). Na télesa ptsobi sila mifici k minimu potencidlni energie, kterou urcime ze
vztahu F=-VW,. Sila je veli¢ina vektorova a ma tfi slozky. V nekterych vyjimecnych

pripadech postaci znat jen velikost gravitacni sily, resp. jeji radialni slozku — oW, /or .

Tize je jen piiblizny vztah ke gravitaci. Jde o linedrni rozvoj potencialni energie. Tihové pole je
pouzitelné v situacich, kdy se pfili§ neméni nase vzdalenost od centra gravitace (napiiklad na
zemském povrchu).

Ve vztahu pro potencialni energii i silu vystupuje souc¢in hmotnosti obou pfitahovanych téles.
Zpravidla jde o zdroj gravitace (M) a mensi testovaci télisko (m). Vyhodné je zavést veli¢iny
nezavislé na hmotnosti testovaciho télesa: potencial ¢ (potencidlni energie délend hmotnosti
testovaciho télesa) a intenzitu K (sila délena hmotnosti testovaciho télesa). Potencial a intenzita
zavisi jen na parametrech zdroje pole. Podobné se v elektrostatice zavadi potencial a intenzita
elektrostatického pole vydélenim veli¢in nabojem testovaciho télesa.

Gravitace

WG——Gmiw FG:_a;’VFG:_GHZQ/f
¢G:—G% ng—aalf:—G%
Tize

Wr =mgh FT:—%:—mg

gr = gh Iﬁz—%:—

1. Vztah mezi tihovym a gravitaénim polem

Zadani: Ze vztahu pro gravitaéni potencidlni energii odvodte pomoci Taylorova rozvoje
v blizkosti povrchu vztah pro potencialni energii tize.

Reseni: Vyjadieno v potencialnich energiich je
o Wr =mgh (potencialni energie tihového pole),

o Wg=- ¢ (potencialni energie pole gravitacniho).
r
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o 4

~—1/r

Na prvni pohled se mize zdat byt divné, Ze v obou pfipadech pii vzdalovani od centra energie
roste. Intuitivné tusime, ze by gravitacni pusobeni mélo se vzdalovanim slabnout. Vysvétleni
spoc¢iva v tom, Ze vztah pro tithové pole plati jen v tésné blizkosti povrchu, takze o vzdalovéani od
télesa nemize byt ani fe€. Jde o linearni pfiblizeni ke gravitanimu poli. Ve vztahu pro gravita¢ni
pole potencialni energie sice se vzdalovanim roste, ale k nule! V absolutni hodnoté skutecné pole
slabne k nule.

Nahrad'me gravita¢ni pole tecnou v blizkosti povrchu (ud€lejme Taylortiv rozvoj do prvniho fadu
vro=R):

Wo(r)=Wg(R)+Wg(R)-(r=R) +--- .
Potenciélni energii miizeme posunout o konstantu a na silach se to neprojevi, takze postaci

mM GM

We(r)~ We(R)-(r—R) =G (r—R) =m——h=mgh ,
2 2
R R
kde jsme zavedli tihové zrychleni vztahem
g — G_M
R2

2. Pad z malé vysky - diferenéni schéma

Zadani: Napiste diferen¢ni schéma pro pad télesa z malé vysky (tihové pole) a z velké vysky

(gravitacni pole). Pro pad z velké vysky uvazujte odpor atmosféry tumérny rychlosti télesa. Pad

probiha jen v radialnim sméru.

ReSeni: Pohybova rovnice pro malou vysku vyplyva z2.Newtonova zakona s tihovou

potencialni energii

_OWrp _ dmgh _
Oh Oh

mh = —-mg .
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Vysledna diferencialni rovnice 7 =— g je mimofadné jednoducha a jeji feSeni bychom snadno
mohli najit analyticky. Tvorbu diferen¢niho schématu si proto ukaZzeme pravé na takto

vvvvvv

analytické reSeni.
l mg

Nejprve prevedeme diferencidlni rovnici druhého fadu na soustavu rovnic prvniho fadu (ve fyzice
k tomu vyuZijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané proménné podle ¢asu):
dh
dt
dv
dt
Nebudeme nyni hledat feSeni v kazdém case (diferencidlni rovnice), ale jen v nékterych ¢asech

diferen¢ni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skute¢ného feSeni lomenou ¢arou. Budou nés
tedy zajimat jen hodnoty

2

_g.

Skute¢né derivace nahradime konecnymi rozdily:
hn+1 — hn
At
Uye1 — U
n+lAt no~ g.
Nyni vypocteme hodnoty n + 1 pomoci hodnot #:
h,.1 =h, +v, At,
Upsl = Uy —8AL.
Ziskali jsme tak diferenéni schéma, podle kterého pocitame jednotlivé hodnoty
hy,vy = h,Uvp = h,v, =
Je zfejmé, Ze k numerické kondstrukei feSeni postaci znat pocatecni vysku a rychlost (pocatecni
podminky), naptiklad:
hy=H, vy=0.
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3. Pad z velké vysky - diferenéni schéma

Pti padu z velké vySky by analytické feSeni bylo velmi naro¢né. Numerické schéma je vsak stejné
jednoduché jako u padu v tihovém poli. Pfedpokladejme, ze na castici plisobi gravitacni sila
a odpor prostifedi umérny rychlosti:

. ow, : mM :
mi = — G—,Brz—G - pr .
or 72
Rovnici opét pomoci rychlostni proménné prevedeme na soustavu dvou rovnic:
dr
a
dv M
o__M_ P,
dt r2 m
Po dosazeni diferenci za derivace mame
Puil — 1
n+l no~ Vs
At
Uy41 =V M
Zntl 7on o g2 s v,
At 2

odkud snadno ziskame hledané diferen¢ni schéma:

Tyel =1, +0,A41,

M
Uptl Uy —G—ZAt—EvnAt .
7, m
hA AU

(®) (4)

) 1 %) 13 14

Numerické Fedeni - nahrada lomenymi Carami

4. Obéh télesa po kruhové draze

Zadani: Dokazte, Ze ob¢h télesa po kruhové draze 1ze chapat jako slozeni pohybu rovnomérné
ptimocarého a volného padu.
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Kdyby na obézné draze piestalo pusobit centrdlni téleso, pohyboval by se pfedmét nadale
rovnomérné piimocafe ve sméru te¢ny k plivodni draze. Soucasné€ s timto pohybem se sklada
volny pad k centradlnimu télesu. (Jind formulace: Rychlost ob&éhu se neméni, méni se vSak smér
rychlosti. Zména sméru rychlosti mifi do centra, je zpisobena centralnim télesem a jde o volny

pad.)
Z obrazku je ziejma podobnost trojuhelniki (pfedpokladdme maly posun télesa po ob&zné draze)
OAC a SOB. Proto mtizeme psat:

AC_OB
BO XS
24h Al
Al ro

Dosad'me nyni za volny pad 4h = gAtZ/ 2 aza urazenou vzdalenost A/ =vA¢. Snadno

nalezneme obéZznou rychlost
|GM
V=4/gr= G :
r

Za tihové zrychleni jsme dosadili zrychleni v misté ob&hu télesa.

PoznamKy:

e Jde o stejny vysledek, jaky bychom ziskali porovnanim odstiedivé a gravitacni sily.
e Pii povrchu Zemé ¢ini gravitacni pad téles pfiblizné 5 m za prvni vtefinu, na kruhové draze tésné se
pfimykajici povrchu 5 m za kazdou vtefinu.

e Podosazeni za g lze vyraz upravit na tvar Gm M / ¥ = mo’ / r a ziskat tak vztah pro "odstfedivou" silu.

5. Treti Kepleriv zakon
Zadani: Odvod'te vztah mezi periodou ob¢hu télesa a polomérem drahy pro kruhovou trajektorii.

ReSeni: Oznaéme polomér trajektorie @, hmotnost télesa m, hmotnost centra M. Z rovnosti
odstiedivé a gravitacni sily plyne
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PR
Pouzijeme-li pro rychlost vztah
2ra
==
dostaneme treti Keplertiv zakon ve tvaru
a _GM
72 - 4n?

6. Gravitacni pusobeni Slunce a Zemé na Mésic
Zadani: Naleznéte pomér gravitacnich sil, kterymi ptisobi na Mésic Zemé a Slunce. Ktera sila je
VEtsi?

ReSeni:

2 2
Fsu _ GMyMs/Rigs =(RMZ] Ms  655%1075.033x1076 = 2.18 .

Fzu  GMyM, /Ry, \Rus) Mz

Sila, kterou na M¢sic pasobi Slunce je ptiblizné¢ dvakrat vétsi nez sila plisobici od nasi Zemé.

7. Priliv a odliv

Zadani: Pokuste se vysvétlit pro¢ dochazi k prilivu a odlivu dvakrat za den.
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Reseni: Piiliv a odliv vznik4 diky slapovym silam. Jde o to, Ze gravitace na viechny &asti télesa
nepusobi stejnou silou, na ty blizsi plisobi silou vétsi. Na nohy ¢lovéka stojiciho na Zemi piisobi
vEtsi gravitace nez na hlavu. Ale pro ¢loveéka na povrchu Zemé je tento rozdil pranepatrny.

Me¢sic plsobi na Zemi pokrytou ocedny a jeho pfitazliva sila je také pro rtizné oblasti rizna.
Vysledek si mizeme piedstavit jako slozeni dvou situaci:

a) Na hornim obrazku voda tazend M¢sicem od Zem¢ (protoze je voda na pfivracené strané vice
pritahovéna).

b) Na prostfednim obrazku je Zemé tazena Mésicem pry¢ od vod (protoze je Zemé, kterd je blize
Mésici vice pritahovana).

¢) Na poslednim obrazku je skutecna situace. V misté¢ X je voda méné pritahovana nez Zemé,
v misté Y je vice pfitahovana nez Zemé. Diky rotaci pak nastava ptiliv i odliv dvakrat denné.

8. Hmotnost Zemeé

Zadani: Pokuste se urCit hmotnost Zemé z parametrii obézné drahy Mésice (tj. obézné doby
a vzdalenosti).

Reseni: Budeme postupovat obdobné jako pii odvozovani 3. Keplerova zakona pro kruhovou
orbitu - z rovnovahy odstfedivé a dosttedivé sily pro Mésic:

MMUZZGMMMZ . U=27TRZM
Rzym RZy, Ty

Po dosazeni rychlosti do vyrazu pro rovnovahu sil snadno ziskdme vysledny vztah:

_ 47[R%M

M, >
GT

Poznamka: Parametry drahy Mésice lze relativné snadno ziskat experimentalné (obéznou dobu a vzdalenost).
K vypoctu je vSak tfeba znat jeSté¢ gravitacni konstantu. Proto se prvni snahy o jeji zjisténi (L. V. E&tvosovy
experimenty s pfitahovanim kouli zavéSenych na torznim vlaknu) nazyvaly "Vazenim Zemé". Po dosazeni za znamé
hodnoty Rz, Ty, G dostaneme M, = 6x 10% kg.
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9. Hillovy ekvipotencialy
Zadani: Navrhnéte diferencni schéma pro vypocet gravitanich ekvipotencial binarniho systému.
ReSeni:
Ay
/ i (X,y?Z)

“y

Ekvipotencialy dvojice rotujicich hvézd jsou v té€zistové soustavé rotujici spole¢né s hvézdami
popsany vztahem
Wit + M M 20>
gopr =Tt g g M
m r Ty 2

Rota¢ni ¢len u kruhového obéhu jen posouva potencidl o konstantu, ale bylo by ho mozné
vypocitat z tfetiho Keplerova zakona (poloosa — perioda — frekvence). Hledani ekvipotencial
znamena fesSeni rovnice ¢ = const, tedy

2 2
M M r°o
> ! G 2 — = const .

x° + y2 \/(x—r)2 + y2

Napis$me si nejprve normalovy a te¢ny vektor k hledané kiivce:

-(2.20).

ox 0y

(%%J
oy Ox

Konstrukce ekvipotencialy znamena "pohyb" ve sméru te¢ného vektoru, diferencidlni rovnice pro
ekvipotencialu proto bude:

p=-G

dx __0¢
dt oy~
dy _ 99
dt ox

Derivace nahradime kone¢nymi diferencemi
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Xn+l — Xn __%

At oy,
Yn+l = Vn _ +%
At ox
n
a odpovidajici diferen¢ni schéma je:
0
Xp+l = Xp _o¢ At
oy,

At .

n

o¢
Yne1 =V t+ P
X

10. Vnitini Lagrangelv bod soustavy Zemé - Mésic

Zadani: UrcCete polohu vnitiniho Lagrangeova bodu soustavy Zemé - Mésic. V tomto bodé je
vyrovnano gravitacni ptisobeni Zeme¢ 1 Mésice.

~ IS 21

ReSeni: Vzdalenosti Zemé a Mésice od Lagrangeova bodu oznac¢ime rz a ry. Dvé zakladni
rovnice jsou:

rz +I”M :RZM ,

G mﬁ/gz _G mf‘/éM
1z i

Prvni rovnice je soucet obou vzdalenosti, druha rovnice popisuje vyrovnani sil. Z druhé rovnice

snadno ziskame
e My _ L1
rz My 81 9~

Z prvni rovnice je potom ziejmé, Ze fesent je:
rz :%RZM 23456001(1’11, 1874 :%RZM =38400 km .
11.  Unikova rychlost z Galaxie

Zadani: Jaka je unikova rychlost z gravitacniho pole Galaxie ve Slune¢nim okoli, vite-li, Ze
Slunce obiha kolem stiedu Galaxie rychlosti 250 km/s.

ReSeni: Kruhovou rychlost ur¢ime z rovnovahy odstfedivé a gravitacni sily
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mu? mM GM
» =G — = Uiguh = .
7 r

Unikovou rychlost ur¢ime z rovnosti kinetické a potencialni energie:

mv’  mM 2GM
—=G = Uik = :
2 r r

Odsud vidime, ze
Uinik = 2 Ukruh .

Po vypoctu ziskame pro tinikovou rychlost z Galaxie v misté naSeho Slunce hodnotu 350 km/s.
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V. ROTACNIi POHYBY

Rotaéni pohyby jsou nejcastéj§imi pohyby ve Vesmiru. Rotuji hvézdy, galaxie, mlhoviny. Je
proto tfeba témto pohyblim vénovat pozornost. Ve vét§iné ptipadl Ize pouzit analogické vztahy
jako u translacnich pohybi, jen vystupujici veli¢iny jsou jiné (misto soufadnic thly, misto
rychlosti thlové rychlosti, atd.). Zakladni veli¢inou charakterizujici télesa pfi transla¢nich
pohybech je setrvacna hmotnost. Jde o schopnost téles branit se zméné svého pohybového stavu.
Analogickou veli¢inou je pfi rotacnich pohybech moment setrvacnosti.

Maji-li puisobici sily rotacni symetrii, zachovava se veli¢ina, kterou nazyvame moment hybnosti.
Jde o ustfedni veli¢inu pfi rotacnich pohybech s velmi jednoduchou geometrickou interpretaci.
Zakon zachovani momentu hybnosti totiz neni nic jiného nez zdkon ploch - plocha opsana
privodicem télesa za jednotku Casu se neméni. Tento zdkon zndme napiiklad u planet jako
2. Keplertv zakon.

U rotujicich objektl se z experimentalniho hlediska zajimame o rychlostni profil v(r). Jde
o zéavislost rychlosti v zéavislosti na vzdalenosti od centra rotace. Tii rychlostni profily se
vyskytuji v astrofyzice velmi Casto:

1) rotace typu tuhé téleso: v(r) ~ r. Rychlostni profil je disledkem zndmého vztahu v = wr.
T¢leso rotuje jako celek, vSechny body stejnou uhlovou rychlosti, obvodova rychlost je
umérnd vzdalenosti od centra. Piiklad: jadro Galaxie, rotujici tavenina skloviny pfi
odlévani zrcadla dalekohledu.

2) rotace typu vir: v(r) ~ 1/r. Rychlostni profil je disledkem zachovani momentu hybnosti m
v = const. Cim dale od centra, tim je rychlost rotace pomalejsi. P¥iklad: Vir na vodni
hlading.

3) Keplerovskd rotace: v(r) ~ 1/r'"%. Profil ziskdme z rovnosti odstfedivé a gravitadni sily.

Ptiklad: planety obihajici kolem Slunce.

TRANSLACE ROTACE
x(7) vzdalenost (1) uhel
v=x rychlost =@ thlova rychlost
a=x zrychleni e=¢@ thlové zrychleni
m setrva¢na hmotnost J=mr’ moment setrvacnosti
F sila M g = Frsina (F,r) | moment sily
mx =F pohybova rovnice Jo=Mrp pohybova rovnice
p = mv hybnost b=Jw moment hybnosti
Wi =mv*/2 | translaéni energie Wror = Jw*12 rotacni energie
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RUZNE DEFINICE MOMENTU HYBNOSTI

analogie s transla¢nim pohybem

vyjadieny moment setrvacnosti

b=Jw
b=mr’p
b:mrvq,

pomoci rychlosti v,

b=mrvsina

pomoci celkové rychlosti v

b=m|rxv| |pomoci vektorového soucinu
b=mrxv |jako vektor
b=rxp jako moment hybnosti
b=2mdS/dt |pomoci plo$né rychlosti
KEPLEROVY ZAKONY

1. Kepleriiv zakon  |Planety obihaji kolem Slunce po elipsach. Slunce se
nachazi ve spolecném ohnisku téchto elips.

2. Kepleruv zdkon Plosnd rychlost obchu planety je konstantni. (Jiné
formulace: Plocha privodi¢e opsana za jednotku ¢asu se
neméni. Moment hybnosti je konstantni).

3. Kepleriv zdkon Druhd mocnina obézné doby je Umeérnd tieti mocniné
velké poloosy planety:

a  GM

T2_47r2.

1. Rotace bodu

Zadani: Najdéte souradnice pooto¢eného bodu v roving.

Reseni: Bod si predstavime bud’ jako uspoiadanou dvojici nebo jako komplexni &islo

Otoceny bod bude mit soufadnice

A=(x,y)=x+iy.

Y
Al
o oA
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A'=Aexp(ip)=(x+iy)cosp+isinp)=(xcosep — ysing)+i(xsing+ ycose).
Oddélime-li realnou a imaginarni ¢ast mame soufadnice nového bodu
x'=xcosp —ysing ,

y'=xsing+ ycose

V maticové podobé (matice rotace kolem osy z se oznacuje R;)
X' cosp —sing 0)(x
y'|=|sing cosep O y]|.
z' 0 0 1)\ z

Poznamka: Zkuste otocit bod (1,0,0) o 90°. Ukazte, Ze determinant rotaéni matice je roven 1, coz je pro rotace
charakteristické. Napiste transformaci jako infinitezimalni (cos @ =1; sin@ ~ ¢ ) a rozdélte operaci na dvé ¢asti —

jednotkovou matici a ¢ast zavislou na malém thlu ¢. Pomoci této matice l1ze naptiklad rotovat snadno s obrazky na
monitoru.

2. Kyvadlo

Zadani: Reste pomoci diferenéniho schematu pohyb nematematického kyvadla (s obecnymi
rozkmity).

ReSeni:

S

mg
Vyjdeme z pohybové rovnice rotujiciho télesa:

Jo=Mp = ml*¢=-mglsng = (ﬁ+§sin¢):0 :

Pro malé rozkmity lze funkci sinus nahradit argumentem a rovnice piejde v rovnici
harmonickych oscilaci. pro velké rozkmity nejprve rovnici pfevedeme na soustavu dvou rovnic
prvniho fadu:

p=w,

®=- % sing .

Derivace nahradime kone¢nymi diferencemi

Pn+1 — Pn

= ,
At "
M:_Esin(o
At i "
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a vypocteme nové hodnoty pomoci starych:

P+l =Pp + 0, At
_ g (o
Opyl = Op _T(Sm(on)At .

Z odvozeného diferencniho schématu poc¢itame z hodnoty thlu a uhlové rychlosti v ¢ase ¢, nové
hodnoty v ¢ase t,,,| =t, + At.

3. Hvézda ménici rozméry

Zadani: Spoctéte rotacni periodu a magnetické pole naseho Slunce, pokud by zménilo rozméry
podle nasledujici tabulky (stalo se obrem, bilym trpaslikem nebo neutronovou hvézdou).
Predpokléadejte, Ze se pii hvézdném vyvoji zachovdva moment hybnosti a magneticky indukéni
tok.

Polomér Perioda Mg. pole
Slunce 700 000 km | 25 dni 107 T
Obr 200 Rs ? ?
Bily trpaslik 20 000 km ? ?
Neutronova hvézda 50 km ? ?

ReSeni: Ze zakona zachovani momentu hybnosti ur¢ime periodu:

2
2 2 R
Jo = const = — mR2 LR const = —— =const .
5 T T

Podil kvadratu rozméra a periody se pii hvézdném vyvoji zachovava. Ptiblizné se také zachovava
magneticky indukéni tok:

B S = const = B-47R? = const = BR? = const .
Z poslednich relaci dopocteme chybéjici hodnoty v tabulce:

Polomér Perioda Mg. pole
Slunce 700 000 km | 25 dni 1072 T
Obr 200 Rs 2700 let | 0.25x10°T
Bily trpaslik 20 000 km 29 minut 10T
Neutronova hvézda 50 km 0,01s 2x10° T

Poznamka: Nase Slunce asi za 7 miliard let spotiebuje zasoby vodiku v jadfe, zacne hotet hélium a Slunce se stane
obrem s rozméry piiblizné az po drahu Marsu. Po vyhofeni jaderného paliva se nakonec Slunce stane bilym
trpaslikem. Nase Slunce ale nema dostatek hmoty na to, aby se nékdy stalo neutronovou hvézdou. Nékteré
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neutronové hvézdy maji tak silné magnetické pole, Ze na povrchu hvézdy vytvari pevny povrch, ktery miize praskat a
byt zdrojem magnetotieseni. Takové hvézdy nazyvame magnetary.

4. Zakon ploch

Zadani: Kémen se pohybuje rovhomérné piimocate bez silového ptisobeni. Ukazte, Ze pro zcela
libovolny bod v prostoru plati zakon ploch: Plochy opsané privodi¢em ze zvolen¢ho bodu za
stejnou dobu se neméni.

Reseni: Necht se kamen pohybuje po piimce p. Zvolime libovolny bod A podle obrazku. Plochy
opisované pruvodi¢em maji stejné zakladny z (pohyb je rovnomérny piimocary) a stejné vysky v.
Jelikoz jde o trojuhelniky, jsou vSechny plochy stejné.

Poznamka: Zakon ploch plati i tehdy, je-li v bodé A, ze kterého plochy pocitime, umisténo téleso, které budi

centralni silu. V nasledujicim pftikladu si ukdZeme, ze zakon ploch neni nic jiného nez zakon zachovani momentu
hybnosti.

5. Druhy Keplertiv zakon

Zadani: Ukazte, ze zdkon zachovani plos$né rychlosti neni nic jiného nez zakon zachovani
momentu hybnosti a Ze pro jeho platnost staci, aby sily mifily do centra.

ReSeni:
Vektorovy soucin dvou vektori ma velikost rovnou plose rovnobéznika natazeného na vektory,
protoze

|a><b|=absina:S; resp. S=axb.

Plocha opsana planetou za jednotku ¢asu je tedy umérna momentu hybnosti b:
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dS 1rxdr 1 b
—= =—rXV=— .

dt 2 dr 2 2m
dr

Ukazme nyni, Ze pro centralni pole se moment hybnosti zachovava a pfitom vibec nezavisi na
prabéhu sily:
db

T:m(fxv+rxV):mvxv+er.
t

Prvni ¢len je nulovy automaticky a druhy clen je nulovy pro silu mifici do centra nebo pro
nulovou silu (minuly ptiklad). Centralni sila tedy postaci k platnosti druhého Keplerova zdkona.

dS/dt=const.

Poznamka: PrivodiC planety opiSe za stejné ¢asové useky stejnou plochu (jedna z moznych formulaci druhého
Keplerova zékona).

6. Efektivni potencial

Zadani: Zformulujte zdkon zachovani energie télesa obihajiciho kolem hmotného centra pomoci
veli¢in 7, ¢, 7. Veli¢inu ¢ vyjadiete ze zdkona zachovani momentu hybnosti.

ResSeni: T¢leso pohybujici se kolem hmotného centra ma dva vyznamné zédkony zachovani, které
souvisi s casovou a rotacni symetrii ulohy
mM

e cnergie - E =lmi;2 +1J¢}2 -G ,
2 2 r

e moment hybnosti - b=Jp.

Jsou to dvé charakteristické konstanty, které pfifadime dané planeté (kometé, asteroidu, meésici)

a které zcela urcuji jeji (jeho) trajektorii. Dosadime-li za moment setrvacnosti J = mr? aza 0z
druhé relace do prvni, ziska zdkon zachovéni energie tvar:
I . b2 mM
E=—mr= + -G ,
2 2mr? r

kde prvni ¢len je radidlni energie, druhy rota¢ni energie a tfeti gravitacni energie. Pfitom posledni
dva ¢leny dohromady ptedstavuji tzv. efektivni potencidlni energii
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b2 mM
Wefsz 5 —G .

mr r

tvofenou potencidlem odstfedivych a gravitacnich sil. Prab¢h této funkce md minimum ve stfedni
hodnoté radialni vzdalenosti planety. Kolem tohoto minima probihaji v radidlni soufadnici
oscilace (téleso se periodicky vzdaluje a pfiblizuje vzhledem k centru).

Takovyto piiklad ¢asto feSime pro znama E a b (pro dané téleso) a neznamé r(¢) jako

e R A ) I %=\/% [ - e ()]

Odmocnina musi byt nezdpornd a proto se muze uskutecnit jen pohyb s energii spliujici
podminku
E> Weﬁ[ (I’ ) .

Vyznam této podminky je zfejmy z doprovodného obrazku. Pti pohybu po kruznici je dr/dt = 0.
T¢leso se nevzdaluje ani neptiblizuje.

oblast £ > Wers

7. Zemé jako harmonicky oscilator

Zadani: Urcete pohyb Zem¢ v radialni soufadnici v pfiblizeni harmonického oscilatoru a urcete
periodu pohybu.

W= k(r-ry)/2

ReSeni: Vzdalenost Zemé od Slunce kolisi kolem rovnovazné polohy, s nejvétsi a nejmensi
vzdalenosti 7 = 151x10°km a 7, = 147x10° km. Probéh efektivni potencidlni energie
odpovida pribéhu z ptredchoziho piikladu a pro piipad Zemé mlze byt jeho Cast pfiblizena
parabolou. Staci tedy provést Taylorliv rozvoj Wy do 2.tadu v okoli minima. Parabolicka
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zavislost pak neni nic jiného nez harmonicky oscilator. Nejprve musime nalézt radialni
vzdalenost, ve které ma efektivni potencial minimum:

, b? MM b?
Wep ==~ —35+0—3-=0 = n=">5"—

=— —149x10% km
MZ}" r GMzMS

a poté druhou derivaci v minimu
32 2GM Mg MIMIGH
M Zr(;t r03 bS

k=W =

Vyznam této veliCiny je zifejmy z Taylorova rozvoje
1 2 AWeyr
Wor(r)y=Wo +—=k(r—ry)” +-- = F=——"—=-k(r-n) .
e (1) =Wy > (r=ny) % (r=ny)

Jde o tuhost oscilatoru. Periodu nyni jiz snadno ur¢ime ze znamych relaci pro harmonicky
oscilator:

Kk MyM3EG? 2
My b3 o

=

Perioda "kmit" vychazi 7'~ 365 dni.

8. Pohyb elektronu v magnetickém poli
Zadani: Ukazte, ze soustava elektrontli rotuje v magnetickém poli jako tuhé téleso.

ReSeni: Z rovnosti odstfedivé a Lorentzovy sily méme

2
mu

=QuB = v(r)=%r
r m

a rychlost rotace je umérna vzdalenosti, stejn¢ jako u tuhého télesa.

9. Profil hladiny kapaliny v rotujici nadobé
Zadani: Naleznéte rovnici povrchu kapaliny rotujici spolu s nddobou.

ReSeni:
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Hladina kapaliny se ustavi vzdy tak, aby byla kolma na vyslednici sil (to je zptisobeno tim, Ze
v kapaliné neexistuji tecné slozky napéti). Podle obrazku plati pro element Am v roving xy:

2

ﬂ:tgd:FO :AI’I’IUZ/X :U_ .
dx Fq Amg gx

Rotuje-1i nddoba dostatecné dlouhou dobu, bude veskera tekutina rotovat se stejnou thlovou
rychlosti. Rychlostni profil pak bude odpovidat tuhému télesu:

V=wX

Po dosazeni do rovnice povrchu mame diferencialni rovnici

dx

b

d a)zx
g

kterou feSime separaci
2 2.2
"X
dy = dx = y=yo +
g 2g

Povrch hladiny v rotujici nddobé ma tedy parabolicky profil.

Poznamka: Parabolicky profil rotujici kapaliny se pouziva pti vyrobé astronomickych zrcadel. Rotujici tavenina skla
ziska pfirozenym zpusobem parabolicky profil, ve kterém je postupné chlazena az do ztuhnuti skla.. NASA dokonce
otestovala v Novém Mexiku trvale tekuté rtut'ové rotujici zrcadlo. Systém se jmenuje NODO (NASA Orbital Debris
Observatory), primér ma 3 metry, 6 otacek za vtefinu a obraz ma vynikajici kvalitu. Cena systému je 10% ceny
konvenénich dalekohledt. Jedinou nevyhodou je, Ze dalekohled mize mifit jen do zenitu. UvaZzuje se také o stavbé
desetimetrového tekutého dalekohledu.

10. Profil viru na vodni hladiné
Zadani: Naleznéte rovnici povrchu viru na vodni hlading.

Reseni: Hladina kapaliny se ustavi vzdy tak, aby byla kolma na vyslednici sil (to je zpisobeno
tim, ze v kapalin¢ neexistuji te¢né slozky napéti). Podle obrazku plati pro element Am v roviné
(ey):

dy Fo _Amvz/)c_v2

=iga= — .
dx e Amg gx

yl

N 4

=
Il
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Elementy kapaliny ve viru se piesunuji smérem k centru tak, ze je zachovan moment hybnosti
elementu kapaliny:

Ab=xAmv .

Vyd¢€lime-li vyraz objemem elementu kapaliny, ziskame vztah pro hustotu momentu hybnosti j3:

p=pxv = V= A .
gx
Po dosazeni rychlostniho profilu do rovnice povrchu ziskame diferencialni rovnici
2
b __B
2 .37
dx pogx
kterou feSime separaci
2 2
/
dy= zﬂ 3a’x = yzyo—’B—’zog.
P gx 2x

Povrch hladiny v rotujici nddobé mé tedy profil hyperboly druhého stupné. Povrch kapaliny
daleko od viru je yy.

11. Rychlostni profil v rotujici galaxii s hustym jadrem

Zadani: Naleznéte rychlostni profil zidealizované galaxie s velmi hustym jadrem a malo hustym
okolim. Hustotu jadra galaxie povazujte za konstantni, hustotu periferie za nulovou.

Ry

B 4

ReSeni: Rychlostni profil budeme hledat z rovnovahy odstfedivé a gravitaéni sily. Je-li hvézda
uvnitt jadra, ptisobi na hvézdu jen gravitace od hvézd s mensi vzdalenosti od centra nez ma
sledovana hvézda. Tuto hmotnost oznac¢ime . #. Hmotnost je imérnéa objemu, takze

3
M= M
R

Rovnovéha sil pro hvézdu pak je

40



a po dosazeni za hmotnost . # dostaneme:
v(r)y~r .

V hustém jadru galaxie tedy rotace probiha jako u tuhého télesa.

Na periferii ptisobi na hvézdu celd hmotnost jadra, tedy

mv2 mM

=G
r 72

a proto je rotace perifernich oblasti je keplerovska.

u(r) L .

7

Poznamka: Rotacni kiivka by méla odpovidat ¢ervené kiivce v prvnim obrazku k tomuto ptikladu. Jiz v roce 1933
upozornil F. Zwicky, Zze ve vné&jSich oblastech galaxii jsou rotaéni rychlosti vyssi nez teoretické. Je-li v galaxii jen
hmota, kterou vidime, méla by se odstfedivou silou rozprsknout. Proto galaxie pravdépodobné obsahuji temnou
hmotu, kterou nevidime. Mize jit o plyn, prach, hnédé trpasliky, ale pfedev§im o hmotu exotickych ¢astic, naptiklad
axiont, které zatim nezname. Podle odhadl tvoii temna hmota vice jak 90% veskeré hmoty ve Vesmiru. Jinou
moznosti by mohla byt Uprava  gravitatniho  zadkona pro  velké  vzdalenosti  (naptiklad
¢ ~—alr + f In rla). Tyto pokusy v8ak vedou na nespravné odpuzovani svételnych paprsklt v blizkosti velkych
galaxii (A. Edery, 1999). Nejptesnéjsi meteni v(r) byla provedena pro velké spiralni galaxie na vinové délce 21 cm.
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VI. SPECIALNI RELATIVITA

1. Maticovy zapis Lorentzovy transformace
Zadani: Ukazte, jak 1ze Lorentzovu transformaci (LT) pfepsat maticové.

ReSeni: NapiSme nejprve Lorentzovu transformaci v rozepsaném tvaru (pohyb se déje v ose x,
¢as piSeme na nultou pozici:

. t—vx/02
\/1_02/02’

, xX—vt

X =
1—02/(:2

,:

Z'=z

Provedeme-li v LT nasledujici substituce

p=2 5 y=Ni-g

c

1ze pak transformaci ¢ty soutadnic (Casova xo = ct a tii prostorové xi, x,, x3) zapsat jakox' = A x :

!

Xo y —rp 0 0) (x y —vB 0 0
- 0 0 - 0 0

x| _|-vh /4 1 kde A= r B Y

X 0 0 1 0]|x 0 0 1 0

X 0 0 0 1) \x 0 0 0 1

je tzv. Lorentzova matice.

2. Determinant LT
Zadani: Naleznéte determinant matice Lorentzovy transformace.

ReSeni:
1
1- g°

detA=p> - y* B> =p>(1- p*) = (1- %) =1.

Vidime, Ze determinant je roven 1, a proto se jedna z matematického hlediska o tzv. unitarni
transformaci, neboli rotaci. Tyto transformace neméni velikost vektorii ani jejich vzajemny thel.
Podobnou transformaci jsou zrcadleni s determinantem rovnym — 1.
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3. Inverzni matice k LT

Zadani: Naleznéte inverzni matici k matici Lorentzovy transformace.

ReSeni: V tomto piipadé stadi zaménit v — —v, takze je pak y —>y; f—— B a inverzni
matice ma tvar

y vyB 0 0
Al |7 B y 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
Transformacni rovnice ma tvar
X y vB 0 0)(x)
x| _ |78 v 0 0)fx
X, 0 0 1 0] |x
X3 0 0 0 1) \x;

Oveite, 7e plati A'A=AA" =1.

4. Uhel rotace - rapidita
Zadani: Naleznéte tihel rotace u Lorentzovy transformace.

Reseni: Postupujeme jako pii oby&ejné rotaci v prostoru, kdy se otoéime o urity tthel v roving
(x, v); souradnice z se neméni. Tento obecny piipad 1ze popsat jako transformaci (piiklad V.1).

x' cosp —sing 0)(x
y'|=|sing cosp Oy
z' 0 0 1)\ z

Transformacni matici pfi této rotaci je matice

cosp —sing 0
R=|singp cosp O],
0 0 1

jejiz determinant je detR = cos’ o+ sin? @ = 1. Jak je tomu u Lorentzovy transformace?
Z Lorentzovy transformacni matice se zda, ze jde o rotaci v roving (¢, x). Kdyby bylo » =cos¢,

pak z determinantu Lorentzovy matice }/2 - 7/2 p 2=1 vychazi 7/2 p 2= 7/2 —1=cos’ ¢ -1, coz
nedava sin® ¢ . Tento problém fesi hyperbolické funkce ch a sh. Provedeme tedy substituci

y=chu.

Pak je 7/2 p 2 =ch?u—1=sh?u alze volit yf =shu . Lorentzova matice ziska tvar
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chu —-shu 0 O
—shu chu 0 O
A= ,
0 0O 1 O
0 0O 0 1

ktery je velice podobny rotacni transformacni matici, determinant je zjevné¢ roven jedné. Jde
o rotaci v roviné (¢ ,x) o ryze imaginarni Uhel u, ktery se nazyva rapidita. Hodnotu rapidity
snadno zjistime:

v
= u = arcth—.

thu:Sh_”:ﬁ:ﬂ:E
c c

chu y

Rapidita je jednoduchou funkci vzajemné rychlosti obou soustav.

5. Relativisticky Dopplertv jev

Zadani: Odvod'te relativisticky Doppleriv jev pomoci transformace ctyivektoru (w/c, k). Pro¢
dochazi k Dopplerovu jevu i tehdy, kdyz zdroj pozorovatele jen miji a jejich vzdalenost se
neméni (tzv. transverzalni Dopplertv jev)?

Reseni: Snadno nalezneme feseni v soustavé S’ spojené se zdrojem zateni:

SI

&
X

ky, =(w/c;k,cosa;k sina;O):(a)O/c; a)o/ccosa;a)o/csina;O).

Nyni provedeme Lorentzovu transformaci do soustavy pozorovatele S:

ofc) (y 7B 0 0 g
ke | |78 7 0 0] |@g/ccosa
k, 00 1 0]|awg/csine
k) lo o o1 0

Z prvniho fadku maticového nasobeni mame vysledek

@ =y(l+v/ccos a) wy.

Tento vztah je znamy jako relativisticky Doppleriv jev. V limité nizkych rychlosti (zanedbame
Cleny kvadratické a vyssi ve v/c) jdejec > 1 a @ = (1 + v/c cos @) wy. Pii vzdalovani zdroje je
a=180°a o = (1 —v/c) wy, pti priblizovani zdroje je a=0° a @ = (1 + v/c) @y. Jde o zndmé
nerelativistické Dopplerovy vztahy. Pii vysSSich rychlostech jsou tyto vztahy modifikovany
koeficientem y Jestlize zdroj zéafeni pozorovatele miji (¢=+90°) je w=ywo. K zméné
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frekvence tedy dochazi i v ptipadé, Ze se zdroj nevzdaluje ani nepiiblizuje. Tento jev se nazyva
transverzalni Dopplertv jev a jde o Cisté relativisticky jev, ktery nema v nerelativistické fyzice
obdoby. Je zplisoben zménou chodu ¢asu v pohybujici se soustave.

6. Mion

Zadani: Doba Zivota mionu (t&zky elektron) je Az=2.2x10"°s. Mion vznikl ve vyice 4 =30 km
nad povrchem Zem¢ z kosmického zéfeni a dopadl na Zem. Jakou musel mit minimalni rychlost
pii vzniku?

Reseni: Z hlediska pozorovatele na Zemi je mion v pohyblivé soustavé a doba jeho Zivota se
prodluzuje na Af= yAz. Mion proto muze ulétnout az vzdalenost & < cAt=cyAr. Z tohoto
vztahu vypodteme rychlost, kterou musi minimalné mit: v = ¢[1 — (cAz/h)*]"*.

Vysledek: v =0.99976 c.

45



VII. GRAVITACE A OBECNA RELATIVITA

1. Laplaceulv vypocet Schwarzschildova poloméru

Zadani: Zjistcte, jak maly polomér by musel mit objekt o hmotnosti M, aby tnikova rychlost
dosahla rychlosti svétla.

Reseni: Vyjdeme ze zakona zachovani energie pro svisly vrh. Indexy 1 odpovidaji vymrsténi
télesa hmoty m z povrchu, indexy 2 otocce:

M 1 M
m = E mv% -G m .

4 r

lmvl2 -G
2

Maé-li jit jen o unikovou rychlost, polozime vy =v; r =R; v, =0; r, — oo, ma-li jit navic
o Schwarzschildiv polomér, musi byt v = c a R = r,. Proto mame

lmcz—Gﬂ:O = rg:2GM.
2
I"g Is3

Poznamka: Tento vypocet provedl Laplace jiz v roce 1798. Jesté diive (1983) upozornil na moznost existence
objektt, ze kterych neunikne svétlo John Michell. Pojmenovani ¢erna dira pochazi od John. A. Wheelera a je az
z roku 1967.

2. Hustota ¢erné diry
Zadani: Urcete hustotu ¢erné diry pro vnéjSiho pozorovatele (z hmotnosti).

Reseni:
SoM_ M 3M _ 3¢ |
Vo 4rrg/3 4z(QQGM/c*Y 322G M?

Téleso Hmotnost Horizont Hustota
kamen 1 kg 10 m 10 g em™
Zemé 6x10* kg 9 mm 107 g cm™
Slunce 2x10°" kg 3 km 10" g cm™
gal. jadro 10% Ms 2 AU 1.82gem™
galaxie 10" My 30 Ly. 10°gcem™

Poznamka: Jde o primérnou hustotu pro vnéjsitho pozorovatele. Vngjsi pozorovatel se nikdy neocitne pod
horizontem cerné diry, aby tuto hustotu vnimal. Hustota velmi hmotnych cernych dér mtze byt nizka! Jejich
extrémni vlastnosti jsou dany jejich celkovou hmotnosti a malymi rozmeéry horizontu, nikoli hustotou.

3. Pohyb fotonu
Zadani: Urcete dobu padu fotonu do ¢erné diry. Svétlo leti v radialnim sméru.
Reseni: Pro tento piipad pouZijeme Schwarzchildovu metriku:
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2

ds?=—c? (1-rg /r) dt? +L+ r2do? .
(I=rg/r)
Vime, Ze foton (ds* = 0) pada radialné (¢ = 0 = 0), a proto
2
0=—c? (1-rg /r) di* PR
(I1—rg /1)
dr?
(I=rg /7)?
dr

(I=rg /1)
Znaménka ptedstavuji fotony letici ven (+) nebo do (-) Cerné diry.

dr

= c2 dt2 =

=tcdt.

odkud integraci ziskame (Citalele i jmenovatele vynasobime » a rozlozime na parcialni zlomky:
odecteme a pricteme ry)

r—rg
r—rog+r, In——=—=%2c(t-tg)

g I"O—I"g
neboli
r—rg
ro=ro ic(t—to)—rg In——=—
I"O —I’g

daleko od cerné diry je logaritmus na pravé strané nulovy a jde o feSeni specialni relativity. Pro
foton padajici do Cerné diry (7 — r, ) plati zaneménko (-), logaritmus konverguje k —o a ¢asovy

interval je nekone¢ny. Pro foton vystupujici z horizontu ¢erné diry je 7y — r,, plati znaménko

(+), logartmus konverguje k +oo a Casovy interval je opét nekonecny. Pokud ani pocatecni ani
koncovy stav nelezi na horizontu (na Schwarzschildové poloméru), je doba putovani fotonu
konec¢na.

4. Cerveny posuv fotonu - vypoéet ze zakona zachovani energie

Foton, ktery opousti hmotné téleso se dostava do oblasti s vyssi gravitaéni potencidlni energii
(energie gravitacniho pole roste k nule). Proto vlastni energie fotonu klesa, foton cervena.
Uvidime, Ze z€ervenani je ddno rozdilem gravitacnich potencidli obou mist. Gravitacnim
potencidlem nazyvame potencidlni energii dé¢lenou pohybovou hmotnosti testovaciho télesa:

. M /4 M
Gravitace : WGz—Gm—, E—G:—G—,
r m r
/4
Tize: Wr =mgh, E—T:gh .
m
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Vypoctéme zménu frekvence napiiklad pro foton stoupajici v tthovém poli:
mlghl + ha)l = I’I’Zzghz + ha)z .
Pohybovou hmotnost fotonu ur¢ime z jeho energie (m = E/ ¢? =ha/c? ):
ha)l

_Zghl + ha)l =
c c

ha)2
2

ghz + ha)z =

(9] (1+g—};1):(02 (1+&)

c C

2
(1+gh1/02) N gh ghy g (hy —hy) A
S e U | Gl R U R G

c c
V odvozeni jsme pouzili rozvoj do prvniho fadu pro zménu frekvence. Nalezeny vztah mizeme
po rozndsobeni pravé strany prepsat pro relativni zménu:

11

Wy —w __ (=)
w1 z

neboli

5. Cerveny posuv fotonu - vypoéet z LIS

Chceme-li nalézt zménu frekvence v soustavé S nepohyblivé vzhledem k hmotnému objektu,
ktery foton opousti, musime nejprve problém vyfesit v soustavé LIS (lokdln¢ inercidlnim
systému), ktery volné gravituje (padd) v miste, kde praveé foton je. V LIS plati specialni relativita,
foton se pohybuje po ptimce a frekvenci neméni. Vzhledem k S ale LIS za ¢as At zméni svou
rychlost o Av=gAt. To se projevi pro pozorovatele v S zménou frekvence v duasledku
Dopplerova jevu:

g At

Av
=0 (1-—)=0;(1-=").
Cc C

Celkovy ¢asovy okamzik, o ktery nam jde, je doba, po kterou foton leti z polohy /4; do polohy 45,
tj. At=(hy —hy)/c :

a)zza)l(l—Mj:a)l (1—Ap/c?).
C

Vztah opét snadno upravime do podoby pro relativni zménu
AB 2
@ 2
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6. Cerveny posuv fotonu - vypoéet z metriky

Vyjdeme z Schwarzschildovy metriky v nehybné soustavé S spojené s pozorovatelem ci
s centralnim objektem. Pohyb fotonu pfedpokladame jen v radidlni soufadnici:

r
ds2 :—cz[l—ijdtz +#dr2
V4 v
1—-&

r
Vlastni ¢as fotonu v soustavé s nim spojené je invariantem a jeho kvadrat je roven

dr? = (1 - rg /r)d? .

Frekvence fotonu je nepfimo imérna vlastnimu ¢asovému intervalu (napft. jednomu kmitu) dz:
1 1

Pro pomér frekvenci v riiznych mistech proto plati
o _dn _(-rg/m)'"” :(l_ri][“riHl _riﬁij
w; dr, (l—rg/r2)1/2 B 21 2ry ) 21 2ry )

Dosadime-li nyni za Schwarzschildiiv polomér a uvazime definici potencidlu gravitatniho pole,

mame
D2 4 —iM M +¢—21—¢—§ =(1-A44/c%).
| c’n ¢c'n c c

do

Po vynésobeni w; a upravé opét mame

7. Pound Rebklv experiment

Zadani: Urcete relativni a absolutni zménu frekvence fotonu v Pound-Rebkové experimentu.
Zdrojem fotonli bylo radioaktivni Zelezo Fe 57 s energii 14.4 keV. Vyska véze, ve které se
testovala zména frekvence fotonli opoustéjicich Zemi byla 22.6 m.

ReSeni: Relativni zména frekvence je pro Serveny gravitaéni posuv dana vztahem:
Ao _ A¢p  gAh _10x22.6

—25x1071 |
w 02 c2 9><1016

Jde o tak minimalni zménu, Ze musela byt méifena pomoci Mdsbauerova jevu - reakce krystalové

miiZe na dopadajici foton. Po dlouhou dobu §lo o nejptesnéjsi lidstvem provedeny experiment.
Energie fotont v SI byla
E=144keV=23x10"1.

Tomu odpovida frekvence fotonil

a)=%=2.2x1019 Hz .
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Absolutni zména frekvence je nepatrna:

Ap E gAh  144x1.6x107'° 10x22.6

= 54 kHz.
2 ho 2 1.05x1073%  9x10!6

Ao =w

8. Cervené posuvy pro typické hvézdy

Zadani: Urcete gravitacni Cerveny posuv pro foton o vinové délce 500 nm (zelené svétlo), ktery
opusti povrch Slunce, bilého trpaslika a neutronové hvézdy. Predpokladejte, Ze se foton od
objektu vzdali do nekonecna.

ReSeni:
AA _ Ao _A¢

> = 12/10(1+A¢/02):ﬂo(l—Gﬂz(l—l)jZZO 1+Gj\?2
cc © R Rc

A o

Pro jednotlivé hvézdy vychazi

M R GM/Rc* | A (nm)
Slunce 1 Mg | 700000km | 2x107° 500.001
Bily trpaslik 1 My 10000 km | 1.5x107* | 500.075
Neutronova hvézda | 1 Mg 20 km 0.074 537

9. Beckensteinova teplota ¢erné diry
Zadani: Odvod'te teplotu ¢erné diry (Beckensteintv postup)

Reseni: Predstavme si, e do ¢erné diry je spusténa krabice se zafenim. V blizkosti horizontu
cerné diry je zafeni "vysypano" do ¢erné diry a prazdna krabice je vytazena zpét. Poté ji opét
naplnime zafenim. Cely tento cyklus Ize chapat jako tepelny stroj. Koncovy stav mySlenkového
experimentu je stejny jako vychozi. Pfi spousténi je krabice t€z8i nez pti vytahovani a tepelny
stroj tak kond préci. "Plnéni" krabice zafenim piedstavuje ohfiva¢ tepelného stroje o teploté
zafeni T. Sama Cerna dira funguje jako chladi¢ o teploté 7. Maximalni Gi¢innost zatizeni je dana
Carnotovym vztahem
n=1-T,/T .

Maximalni ucinnost nalezneme i z fyzikalni podstaty myslenkového experimentu. Zatizeni by
dosahovalo idedlni ucinnosti (1), kdyby vSechny fotony byly vysypany na Schwarzschildové
poloméru. To by ale znamenalo krabici nulové vysky, do které by se nevesel foton. Skute¢na

maximalni ucinnost (<1) je proto realizovana pro krabici o vySce rovné vinové délce ("foton se
pravé vejde do krabice") a je rovna

n=l-Afr,.

Ucinnost se zhoriuje s rostouci vinovou délkou (velikosti krabice) a je nulova, je-li krabice stejné
velikd jako Schwarzschildiv polomér. Porovnanim obou vztahd zjistime teplotu chladice (¢erné

diry):
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Teplotu zéateni T uréime z ekviparti¢niho teorému

ho = kT 27he _yr o o po2The
A kA
Po dosazeni do ptfedchoziho vztahu ziskdme teplotu cerné diry
2rhelk
o= -
e

Poznamky:

e 'V Cerné dife mlize mizet latka pfinaSejici entropii z okoli. Pfifazeni teploty erné dife umoziuje pfifadit Cerné
dife také entropii a udrzet v platnosti druhou vétu termodynamickou: Entropie uzavieného systému se neméni
nebo roste. Roli entropie zde piebira plocha horizontu.

e S. Hawking ukézal, ze diky kvantovym procesim v blizkosti horizontu Cerna dira zaii jako absolutné Cerné
téleso s Beckensteinovou teplotou.

e  Maximum vyzafovani ¢erné diry je fadové na Schwarzschildové poloméru.

e Pro &ernou diru, ktera by vznikla z hvézdy o hmotnosti naseho Slunce vychézi teplota ¢erné diry 107" K, tedy
vypafovani Cerné diry této velikosti je zanedbatelné. Teploty riznych cernych dér naleznete v tabulce v
nasledujicim ptikladu.

10. Vyparovani ¢erné diry
Zadani: Naleznéte pribéh poloméru, hmotnosti, teploty a intenzity vypatujici se ¢erné diry.
Reseni: Vyjdeme ze zakladnich vztaht

(1) dE =dM ¢* ,
(2) re =2GM/c?
(3) I=cT*,

(4) Fg = Amax =0/T .

Prvni vztah je Einsteintiv vztah pro energii, ukazuje, jak se méni hmota ¢erné diry s vyzatovanou
energii. Druhy vztah je vztah pro Schwarzschildiv polomér. Zafi-li cerna dira jako absolutné
cerné téleso, plati pro ni Stefan Boltzmannlv vztah (3) a Wienniv zdkon (4). Maximum
vyzafovani je fadoveé na Schwarzschildové poloméru. Nyni nalezneme vztah pro ¢asovou zménu
hmotnosti ¢erné diry:

(0] 3) 4 4
dﬂ:—%d—E=—i2P=—L2IS=—L20'T447rr§ =—L26b—447zrg2:>
dt ¢ dt c c c ™ r
dM _ 4zob' 1 @ zob'e 1
dt c? rg2 G? M?

Ziskali jsme tak diferencialni rovnici pro hmotnost ¢erné diry
dM a robtc?
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Rovnici snadno feSime separaci

Po integraci nalezneme vysledek

Hmotnost diky vypatfovani postupné klesa z pocatecni hmotnosti M, az na nulu. Dobu odpateni

M t
[ M%dM =~ [adr .

M,

M) =M -3a (t-1)

ur¢ime z podminky na nulovou hmotnost:

At =

toy

. as

3
My

3a

Pro rizné pocate¢ni hmotnosti vychazeji doby vypateni ¢erné
Hawkingova teplota, Schwarzschildiiv polomér a hustota):

7[0'b4c2

G2

diry (uvedena je i Beckenstein-

Téleso M R, Y T At

Proton 1.7x10% kg| 10 m 107 g em™ 10" K 107 s
P1. hmotnost 5x10° kg 10% m 10°! g ecm™ 10°' K 10%s
Kamen 1 kg 10" m 10 g cm™ 10* K 107%'s
Zemé 6x10** kg 9 mm 10 g cm™ 1K 10% let
Slunce 2x10* kg 3 km 10" g cm™ 107K 10% let
Jadro galaxie 10° My 2AU 1.82gem™ | 10K 10% let
Galaxie 10" Ms 30 Ly. 10°gem™ | 107K 10% let

Ze vztaht (2), (4) a (3) ur¢ime jak se méni Schwarzschildiv polomér, teplota a intenzita. Zejmeé

Schwarzschildiiv polomér a hmotnost vypatujici se ¢erné diry klesaji k nule. Teplota, intenzita

v

gNM=

T~M7",

P~M7?%,

a vykon v zavérecnych fazich maji charakter exploze.
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VIIl. ROZPINANi VESMIRU
Metriky:

kartézsky systém:
polarni systém:

sféricky systém:

Minkowského geometrie (STR):

Schwarzschildova geometrie:

Fridmanova geometrie

di* = dx* + dy? + dz*

di* =dr* + r’dg?,

di* =dr? + r* sin® 0 d* + r2d6?,
di* =dr* +r? dQ?,

ds? =—cdi* + dx* + dy* +d2°,

ds® =—c*dt* + dr* + r* dQ?,

2
1
ds? =—c2[1—£jdt2 2407 Kde

r 1— ”é
r
g = 2G£M je Schwarzschildiv polomér.
c
2 2.2, p2 dr’ 2 102
ds“=—c°dt“+ R (t) 74‘1’ dQ ,kde
l-kr

R(?) je expanzni funkce,
k je Gaussova skalarni kiivost Vesmiru.

Dalsi vztahy:

Einsteinova rovnice

Rovnice adiabatické izolace Vesmiru

Stavova rovnice
napft. pro fotonovy plyn je

% R(t) - % 7GpR(t)* =—k

pdV +dU =0,
dR® d [ ;

= +=(R’p)=0,
P dt( )
p=p(p),
p=p/3.

1. Objem koule

Zadani: Urcete objem koule v 3D.

Reseni: Pro sférickou metriku plati:

di* =dr? + r*sin® 0 dp?* + r*d6*

takze metricky tenzor je
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1 0 0
g;=|0 P sin?0 0
0 0 r?

pro objem koule mame

V=[du=Jdet(g;) drdpd6=[r’sin0 drdpdo.

Po dosazeni mezi dostaneme

Vz[Idr]-[zfd(oJ-[IsinH d@}:%mﬁ,

coz je znamy vztah pro urceni objemu koule.

Poznamka: Infinitezimalni miru mnoziny vzdy mtizeme urcit jako odmocninu z determinantu metriky vynasobenou
diferencialy vSech proménnych.

2. Objem Vesmiru
Zadani: Urcete objem 3D zakiiveného Vesmiru pomoci Fridmanovy metriky.

ReSeni: Pro tento problém pouzijeme Fridmanovu metriku pro homogenni, isotropni Vesmir

2
ds® =—c2de® + R2(0)| - S+ dQ?
1-kr

Pro kladné zaktiveni vesmiru (kK > 0) mizeme k psat jako k =1/ a’ a vyuzit substituci

r=asiny; r<0,7).

Soutadnice y méti radidlni
vzdalenost od polu. Zvoleny
pol ma y =0, protilehly y = .

Prostorova ¢ast metriky ziska tvar:
di* = a*R? (d;(z +sin? 4 sz) =a’R? d;(z + a*R? sin? ;(sin2 (7 dgoz + a*R? sin? 4 do?.

Prostorova ¢ast metrického tenzoru proto je
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a’R* 0 0
0 a’R? sin? V4 sin? @ 0
0 0 a’R? sin? 4

Vysledny objem pak dostaneme po vypoctu determinantu podobné jako v predchozim piikladg,
tj.

w 2 Vs
V=a’R> IsinQZd;( . Jd(o . Isin@dﬁ =a3R3-%-27z-2=27r2a3R3.
0 0 0

Vesmir s kladnou kiivosti ma tedy konecny objem, je uzavieny sdm do sebe a byt nemd zadnou
hranici je ve smyslu objemu kone¢ny.

Jinak je tomu v ptipad¢ Vesmiru se zapornou kiivosti. (k£ <0; a’ =1/ | k|). Metrika ma tvar

2

ds? =—c?dt® + Rz(t){ + 72 sz:I

1+ (r/a)?
Tentokrat 1ze vyhodné pouzit substituci
r=ashy; ye(0,0)
pfi niz nabyva metrika tvaru
di* = a*R? (d)(z +sh? 4 sz) .
Podobnym postupem jako u modelu s kladnou kiivosti nyni pro objem dostdvame V' — o . Tento

model Vesmiru ma nekone¢ny objem.

Poznamka: Ve Fridmanové geometrii vedou prostory s kladnou kiivosti na koneény objem Vesmiru, modely se

zépornou a nulovou kiivosti na nekone¢ny objem. To ale plati jen pro Vesmiry jednodusSe souvislé (,,bez dér®).
Vesmir, kterému by ve dvou dimenzich odpovidal naptiklad toroid nebo dvojtoroid jiz neni jednoduse souvisly.
Upustime-li od pozadavku na jednoduchou souvislost, miize existovat Vesmir s konstantni zapornou kiivosti a pfesto
konecnym objemem.

3. Kosmologicky posuv
Zadani: Odvod'te vztah pro kosmologicky rudy posuv.

ReSeni: Budeme uvazovat dlouhodobé Sifeni svételného pulsu ve vesmiru a jeho zmény vlivem
Fridmanovy metriky

2
ds? =—c*di® + R2(¢) [L e sz} :

1—kr?
Pro svétlo je ds” = 0, soufadnicovy systém zvolime tak, aby vymizely Ghlové zavislosti a proto
cdt  dr
R(t) B 1- kr?
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Impuls se zacal sifit misté ry, v ¢ase £, a trval dobu o). K pozorovateli dolétl po mnoha
miliardach let do mista r,, v Case ¢, a trva o,.

VR| " oo >
N\ mnoho miliard let i i
N i |
o T
i - i Lt

ty &t 810 t, t, + 81‘”

Pro $ifeni pocatku impulsu plati

Tca’t o
) R@) Ty \/l—krz

a pro $iteni ,,posledniho* fotonu impulsu plati

t,+0ot,

cdt _]" dr
ty+54, R(t) o \/1— kl”z

Nés zajima délka impulsu a jeji zmény, tedy rozdil dvou poslednich vztahi:

t,+5t, t,

cdt
I R(t)

cdt B
ty+0ty R(t)

)

Oba integraly probihaji pfes obrovsky casovy usek, v pribéhu kterého se expanzni funkce
zménila mnohonasobné. Uvédomime-li si ale, ze integral ma vyznam plochy pod kiivkou 1/R,
odecte se pfi integraci spolecné plocha obou integrali a zbude

t,+0t, to+0ty

cdt
J RO

cdt
R(0)

t

n

1/R
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Tyto integraly jsou jiZ jen pfes dobu trvani impulsu, nikoli ptes celou dobu Sifeni. Protoze je doba
impulsu nesrovnatelné mensi neZ doba trvani Vesmiru, je moZno povaZovat expanzni funkci R(¢)
v dobé vyslani impulsu za konstantni a v dob¢ piijeti také:

t, +J.§tn c_dt ) t0+jét0 C_dt 0
tn R}’l tO RO
Nyni jde o integraly z konstanty a feSeni je jednoduché:

coty cot, ﬁ_;tn

cot, coty _ 0 N N
R, R, R, R R, R

n n

n

Vyslany impuls se tedy natahuje tak, jak se méni expanzni funkce. Struéné lze fici, Ze pii
putovani Vesmirem se vilnova délka zafeni natahuje ptesné tak, jak se ,,nafukuje* Vesmir.

Jako mira zmény vinové délky se zavadi rudy posuv
A-4y, R-R,
Ao Ry

z

Nejvetsi meétené rudé posuvy jsou mezi 5 a 6.

4. Kvasar

Zadani: Kvasar méa rudy posuv z=2.5. Ur€ete pozorovanou vlnovou délku ¢ary A= 680 nm.
Jaké byly rozméry vesmiru v dobé¢, kdy kvasar vyslal zaieni?

Reseni: Pro oba vypoéty pouZijeme vztah pro kosmologicky rudy posuv:

A=A
z= ) = A=(z+D)Ay=3.547=2300nm,
0
R-R, R
z= = Ry=——=0,29R=29%R.
RO Z+1

Pozorovana vlnova délka bude mimofadné nataZzend, az na 2300 nm a Vesmir m¢l v dob€ vyslani
svétla kvasarem 29% dnesnich rozméra.

5. Kosmologicky posuv a Dopplertiv jev
Zadani: Naleznéte vztah pro kosmologicky rudy posuv za piedpokladu, Ze puls nebyl vyvolan
prilis davno.
ReSeni: Jako ¢as emise paprsku ozna¢ime ¢, a z definice rudého posuvu dostavame
dR
R-R, 4 (t-1,)

z= ~ ~H(@t—-t)=Hr,
z R (1—1t,)

e e

kde jsme oznacili 7 dobu §ifeni pulsu. Z Hubblova vztahu aplikovaného na vzdalenost /, po které
se puls $ifi mame
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v v AL

Z~—T=— = —=
c A

Pro pulsy zne pfili§ veliké minulosti (je mozné ud¢€lat linearni rozvoj expanzni funkce) lze

interpretovat kosmologicky posuv jako Dopplertv jev.

Y
c

6. Pokles hustoty energie zareni s expanzi

Zadani: Ukazte, ze hustota zafeni (pfi expanzi vesmiru) klesd umérné se ¢tvrtou mocninou
expanzni funkce

Reseni: Tlak je umémy hustoté energie. Napiiklad v tihovém poli je potencialni energie mgh
a jeji hustota pgh je pfimo rovna hydrostatickému tlaku zptisobenému tizi. U svételného zareni je
tlak roven tfetin€ hustoty energie:
p 3 FW
Vesmir jako celek miizeme povazovat za adiabaticky izolovany, tj.
dQ =0,
dU + pdV =0,

4 501 4
d —nTR)+— —ndR’ =0,
(pW3 ) 3P 3

R dpy +3py R*dR+ pyy R*dR =0,

R dpy +4py RPdR=0,

d
ﬂ+4d_R:0’
Pw R
I =
npy R =K,
Py~
w R4 .

Poznamky:

o To, ze hustota energie zareni klesa se ¢tvrtou mocninou rozmérti Vesmiru je zptisobeno jednak poklesem energie
se zvétsovanim objemu zafeni (~ 1/R’) a jednak poklesem energie diky natahovani vlnové délky s expanzi
(~ 1/R).

e Podle Stefan-Boltzmanova zékona je hustota energie také umérna 7”. Proto teplota expandujiciho Vesmiru klesa
jako 1/R.

7. Zakladni resSeni Einsteinovy rovnice

Zadani: Naleznéte feSeni Einsteinovy rovnice za ptfedpokladu nulové kiivosti (té je blizky
skute¢ny Vesmir) pro hustotu energie a) konstantni, b) 1/R*; ¢) 1/R".

ResSeni: Podle Einsteinovy rovnice je
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% R(1)? - g 7GpR(t)* =0.

a) pro p= const plyne

R~R = R()~exp(yt) ,
b) pro p~ 1/R’ plyne

R~RY2 = R®)~F",

¢) pro p~ 1/R* plyne

R~R™! =  R@)~1"7.
Prvni ptipad odpovida vakuové hustoté energie, kterd je dana hustotou virtualnich part a nezavisi
na momentalnim stavu expanze. Vede na exponencialni nardst expanzni funkce, tzv. inflaci.
Druhy ptipad odpovida koherentnimu prachu ¢i latce a nastal v pozdéjsich fazich Vesmiru, v tzv.

éfe latky. Posledni pfipad odpovida samotnému zafeni, které¢ vypliuje Vesmir. Podobny stav byl
v prvnich fazich existence Vesmiru, kdy zafeni dominovalo nad latkou (éra zareni).

8. Inflace pfi H = const
Zadani: Jak by vypadala expanze vesmiru, kdyby Hubblova konstanta byla konstantni?
Reseni: Nejprve napiseme definici Hubblovy konstanty

H= R

R
a upravime na jednoduchou linearni rovnici,
R—-HR=0,

jejiz fesenti je

R(t)=Ryexp(t—ty)

Konstantni Hubbleova konstanta tedy odpovidé inflacnimu feSeni.

9. Stari Vesmiru
Zadani: Odhadnéte z hodnoty Hubblovy konstanty maximalni stafi Vesmiru.
Reseni: Pii feseni vychazime z toho, Ze Vesmir se rozpina a derivace expanzni funkce se s ¢asem

zmenSuje. Smérnici teCny mizeme napsat bud’ jako derivaci expanzni funkce podle ¢asu nebo ji
vyjadfit z odpovidajiciho trojuhelnika:

tga=R ,

. R
R = R=—— = fpux=
tga=t— t

_ L
=

x| =

max
max

Maximalni mozné staii Vesmiru je tedy dano hodnotou Hubbleovy konstanty. Pfi dnes uddvané
hodnot& 68 km s 'MPc ™' vychazi asi 15 miliard let.
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10. Latka a zareni

Zadani: UrCete pomeér energie latky a zareni dnes. Pti jaké teploté Vesmiru byla tato energie
v minulosti vyrovnéna?

ReSeni: Pfiblizng je ve Vesmiru 1 miliarda fotont na t¥i nukleony. Pomér obou energii je:
Eldt/(y 37’1’1002 3m002
E, 100ho 10°n2zc/A’

Za vinovou délku dosadime z Wienova zakona (A = b/T):

Eldﬂg) _ 3x10_9 meC

y 2nh T

Dosadime-li hmotnost nukleonu (1.67x10%" kg) a dnesni teplotu reliktniho zafeni (2.73 K), vyjde
asi 3x10°. V dne$nim Vesmiru je tedy zjevna nadvlada latky nad zafenim. Ob& energie byly
vyrovnany pii teploté zafeni cca 10° az 10" K.

11. Stavova rovnice expandujici entity

Zadani: Naleznéte stavovou rovnici entity, ktera pii expanzi méni hustotu energie jako C/R °.
Reseni:

Pro danou entitu napiSeme prvni vétu termodynamickou v adiabatickém piiblizeni (diferencial
tepla je nulovy, vesmir nevymeénuje teplo s okolim).

dU + pdV = 0
d(pV)+pdV =0

d(£R3j+de3 0
Ra

(3—a)AR* “dR +3pR*dR = 0

(3—0{)R%+3p =0,
_(z_lji
P37

60



=Wwp; WZ(K_IJ
p P s =13 .

Vysledkem je linedrni vztah mezi tlakem a hustotou energie s koeficientem w, ktery je jednim ze
zékladnich kosmologickych parametr.

koeficient a koeficient w entita
(o~ 1/R") (p=wp)

a=4 w=+1/3 zareni (a > 3)

a=3 w=0 hmota (a = 3)

a<2 w<-1/3 zrychlena expanze

a=0 W= -1 energie (a < 3) kos_mologlcka konstanta,

projevy vakua
a<0 w< -1 fantomové, big rip

Poznamka: Podstatna je hodnota parametru w pro temnou energii. Aby dochazelo k pozorované zrychlené expanzi
vesmiru, musi podle rovnic obecné teorie relativity platit, Ze w <—1/3. Pro vakuovou energii spojenou s kvantove
mechanickymi procesy ve vakuu je w=—1 a expanzni funkce roste exponencialné. Pokud by dokonce bylo w <—1
bude expanze natolik piekotna, ze zasdhne samotnou strukturu latky a rozerve v budoucnu samotné atomova jadra.
Této situaci tikame big rip — velké rozervani. Z méfeni WMAP, CBI, 2dF a SDSS vychazi, zZe parametr w se pro
temnou energii nachazi v intervalu hodnot <—1;-0,78).
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IX. POHYBY CASTIC V POLICH

1. Naboj v elektrickém poli
Zadani: Reste relativisticky urychlovani néaboje z nulové rychlosti ve sméru pole.

ReSeni nerelativistické: Budeme integrovat pohybovou rovnici

._OE,

E
mi=0F = V=X = x:Q—tz.

m 2m

Nerelativistické feSeni ma zjevné vady, naptiklad lim v = oo . Naboj je neomezen¢ urychlovan.
t—>

Reseni relativistické: Budeme integrovat relativistickou pohybovou rovnici

d
E(mv) = QE

d m m
0 v |=QFE = —Ov:QEt.

di 1—02/02 1—1)2/c2

Vidime, Ze po prvni integraci jsme nedostali rychlost samotnou, ale vztah, ze kterého teprve
musime rychlost vypocitat:

)
Mo U 2,22 2.0 0,22 2/ 2
07 _0PE%? = mlul=0? B2 (1-v?/c -
1—02/02 0 ( /)

E

v= Qtzzz'
0> E*t
moc

Vyraz pro rychlost jiz neni tak jednoduchy, zato ale nediverguje, lim v=c. Chcete-li znat
t—> o

polohu, je tfeba provést jesté jednu integraci

t 2 2
E mgycC muycC
Omo 1+Q lzzzt 0
OC

2. Larmorav polomér
Zadani: UrCete Larmortiv polomér pro

a) elektron s energii 10 keV v magnetickém poli Zemé (B = 5x107 T),
b) proton ve Slune¢nim vétru s rychlosti 300 km/s (B = 5x10"° T),
c) iont He' s energii 1 keV ve slune¢ni atmosféie v blizkosti slune¢nich skvrn (B = 5x 102 T).

ReSeni: Pieved'te idaje na rychlost a potom je 7, = mv/QOB. Vyjde a) nékolik metril, b) stovky
kilometrt, c) desitky centimetrti.
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3. Magneticky moment nabité ¢astice

Zadani: Castice s nabojem Q rotuje rychlosti v. Naleznéte magneticky moment &stice.

M0 (¢

Reseni: Magneticky moment je sou¢in proudu a plochy, kterou obtéka

,u=IS=g7rr2 =Lmﬁ2 =grv=£Mrv=£b.
T 2zr/v 2 2M 2M
Vztah plati 1 vektorove:
Q
=/S=——bD
. 2M

Poznamka: Magneticky moment je az na konstantu O/2M tmérny momentu hybnosti. Rotuje-li nabita Castice,
chova se jako maly magnetek. Magneticky moment je kvantovan stejné jako moment hybnosti. Proto se kvantové
Cislo urcujici projekci momentu hybnosti do libovolné osy nazyva magnetické kvantové ¢islo. Pozor! Uvédomime-li
si, ze projekce momentu hybnosti do libovolné osy je jen nasobkem Planckovy konstanty, (b=m# ), mize
magneticky moment nabyvat jen nasobky zakladniho kvanta (Bohrova magnetonu):

H= @m ;m=0,x1,£2,... (1)

2M

I nepohybliva ¢astice miize mit nenulovy magneticky moment zptisobeny spinem (vlastni rotacni moment). Ve
skutecnosti je magneticky moment ¢astice dan kombinaci orbitalnich a spinovych vlastnosti (b= j# ) a u vztahu (1)

je tzv. Landého faktor g, jehoz hodnota se urcuje z kvantové mechanickych uvah:

h
y:g%j ; J=0,£1,£2,... (2)

Do znaménka g se zahrnuje znaménko naboje. Pro elektron g = —2; pro proton g = 5.68 a pro neutron g = —3.86.

4. Magneticka rezonance

Zadani: Urcete rezonan¢ni frekvenci magnetického dipo6lu ve vnéjsim magnetickém poli.
Reseni: Ve vngjsim magnetickém poli ma magneticky dip6l energii W =—p-B, dipol se snazi
ziskat minimalni moznou energii a zorientovat se podél silokiivek. Tim dojde k precesnimu
pohybu, ktery zndme u setrvaénikii. V mikrosvété jsou ale rotacni pohyby kvantovany a precesni
uhel @ nemutze byt libovolny. Pohyb se déje jen po nékterych kuzelovych plochach. Rozdil

energie pii prechodu zjedné plochy na druhou je kompenzovan vyzarenim nebo pohlcenim
rezonan¢niho fotonu. Ur¢ime tedy nejprve mozné hodnoty potencialni energie setrvacniku:
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ol .

W=-n-B=—-uB; =g——j ; j=0,£1,+2,...
n H, H. =8 M J 5 J
Rozdil dvou sousednich energetickych hladin tak vychazi
h
AW =g & B.
2M

Hledana rezonanéni frekvence fotoni je

_aw_ |9
== 3,&

1.44 MHz/T atom
o
rez h 2M

B=KgB;, K= o
0.76 kHz/T jadro

Konstanta K je charakteristicka pro dany typ rezonance. V celém
atomu je dana vlastnostmi elektronti v atomarnich obalech, v jadie
je dana predev§im vlastnostmi protont. Elektronova 1ijaderna
magnetickd rezonance jsou zakladem modernich zobrazovacich metod.

5. Magneticky moment jako invariant

Zadani: V pomalu se ménicich polich se magneticky moment &astice zachovava. Castice pii
pohybu ,,upravuje svoji rychlost podle velikosti pole. Urcete proto magneticky moment jako
funkei rychlosti a magnetického pole.
Reeni:

2

u:IS=£b=grxv = ,u:gerL:gvav ST

oM 2 2 2 OB - 2B

Kolma slozka rychlosti pohybu se pfi obrotovavani nabité ¢astice kolem silokfivek nastavuje
podle hustoty silokiivek (velikosti pole). Hustota silokfivek se nesmi podstatné zménit za jednu
otocku Castice.

6. Magnetické zrcadlo

Zadani: UrcCete podminku odrazu na magnetickém
zrcadle, je-li ¢astice do zrcadla nastfelena pod thlem | X

6y v poli o velikosti B.

Reseni: Zakon zachovani energie nam v magnetickém W
poli dava _' VE—
m—vi+m—U”2+Q¢=const = m_vi+m_U”2 = _\/

2 2 2 2 o o
vP=const = v=const.

Magnetické pole tedy neovliviiuje velikost rychlosti, zplisobuje jen zménu sméru rychlosti, tj.
pielévani mezi podélnou a kolmou slozkou, neboli thel naklonu k silokfivce. Ten je dan dalSim
zakonem zachovani — magnetickym momentem Céstice:
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v’ v*sin’ @ sin’ @

—L =const = ———=const = = const
2B 2B

Ve dvou riznych mistech zrcadla tedy plati:

sin’ @, sin’ 6,

BO Bl
Pfi odrazeni ¢astice musi byt thel pohybu vzhledem k silokfivce 6, =7 /2 a pole musi dosahnout
hodnoty
B =—2
sin” 6,

7. Gravitacni drift
Zadani: Naleznéte rychlost driftu elektron v gravitaénim poli nasi Zem¢ 300 km nad Zemi
(B~5%107 T).
ReSeni: Nejprve urcete velikost gravitacni sily, pfipadné tihovou silu v dané vySce. Potom
naleznéte driftovou rychlost ze vztahu

FxB F

UD = 5 ~—
OB~ OB

Vyjde, 7e gravitaéni drift je zcela zanedbatelny pro elektrony i pro ionty (10°° m/s, 10 m/s).

8. Bennettav pinc
Zadani: Naleznéte prab¢h tlaku v proudovém vlakné s konstantni proudovou hustotou.

Reseni: Nejprve uréime z Ampérova zakona pole uvnit vldkna ve vzdalenosti » od centra:
qA)H-dl:I = H2rr=j-ar = B:&r:'u—lzr
2 2R
Samo magnetické pole uvniti pine vzrustd linedrné se vzdalenosti smérem od centra. Na
povrchu vldkna je nejvétsi a vné vlakna klesd jako 1/r. Na libovolnou vrstvu v priifezu pince
pusobi smérem ven sila gradientu tlaku latky a smérem dovnitf sila gradientu tlaku pole, obé¢ sily
jsou v rovnovaze:
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=— r
47*R*

dr  dr dr  dr

2u

Ziskali jsme tak diferencidlni rovnici pro tlak latky, kterou snadno integrujeme. Integracni
konstantu uré¢ime z podminky p(R)=0:

Ao _dp, o o dpi_ d(sz ul

2

p,(r)= 8/7;21R4 (R2 —rz).

Tlak klesa od centra k okrajim vladkna parabolicky, v centru ma hodnotu

2
ul
p(0)=——.
87° R’
Poznamka: Podobnym zplisobem se pocita rovnovaha hvézd. Gradient tlaku latky je vyrovnavan gravitacni silou.
Po sestaveni rovnice rovnovahy se integruje (zpravidla numericky) od centra smérem ven. Vypocet se zastavi
v okamziku kdy tlak vychazi nulovy a integrace se dostala az na povrch hvézdy.
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